Métropole La Réunion septembre 2010

EXERCICE 1 6 points Commun a tous les candidal
Soitf la fonction définie sur I'intervalle ] 0 ; & [ par :f (X) =x (1 — InXx).
La courbe représentative C de la foncti@st donnéci-dessous.

2,0 4+
1,5 4+
1,0 4
fla)
0,5 1
l l I l
-1 0 4 5
-0,5 4+
-1,0 +
-1,5 +
-2,0 +
-25 4
Partie 1 : Etude de la fonctionf
1. Etudier le signe dé(x) suivant les valeurs du nombre rx.
2. Déterminer les limites de la fonctidmux bornes de son ensemble de défini
3. Déterminer la dérivée de la fonctid sur l'intervalle J0 ; +o[ et dresser le tableau de variati de la fonctionf sur
l'intervalle 10 ; +oo[.
4, Soita un nombre réel strictement positif. On considérataenteT ,) au point A de la courbe d’abscisse.
a. Déterminer, en fonction du nombre r@, les coordonnées du point,Aoint dintersectiol de la droite (T) et de I'axe des
ordonnées.
b. Expliciter une démarche simple pour la constructieria tangenteT ;). Sur I'annexe 1 (#endre avec la cof) construire la

tangente (T,) au point A placé sur la figure.

Partie Il : Un calcul d'aire

Soita un nombre réel strictement positif. On notea) la mesure, en unité d’'aire, daife de la régic du plan limitée par la courbe
C, I'axe des abscisses et les droitésjdations respectivix =a etx = e.

e

1. Justifier que A§) = .[ f(x) d x, en distinguant le cia< e et le caa > e.

a

2. A l'aide d’'une intégration par parties, calculeia) en fonction de.
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EXERCICE 2 5 points Commun a tous les candidat

Soit (U, ) la suite définie pauy =5 et pour tout nombre entier natun, paru,. =

Sif est la fonction définie sur l'intervalle ] 2; + « [ parf (x) = 4x

4u, -1
n+2 .

1 :
> alors on apour tout nombi entier natureh, u, . ;=f (u,).

On donne ci-dessouse partie de la courbe représentative C de laitonf ainsi que la droit& d’équatiory = x.

a.

1.
b.
2.a
b.

3.

Pour tout nombre entier naturglon poser,, =
u

a.

b.
C.

Sur I'axe des abscisses, plaggipuis construireu;, U, etus en laissant apparents les tralesconstruction.
Quelles conjectures peatt émettre sur le sens de variation et sur la agewee de la sui(u,) ?

Démontrer par récurrence que, pour tout nombreenéturen, on au, — 1 > 0.

Dans cette question, toute trace de recherche, maomnpléte, owd’initiative méme non fructueuse, sera prise en cel
dans I'évaluation.

Valider par une démonstration les conjectures &xéda question ‘b.
Dans cette question, on se proposétudtlier la suite (4) par une autre méthode, en déterminant une expmesiiun en
fonction de n.

n_l.

Démontrer que la suite () est une suite arithmétique de rai 3

Pour tout nombre entier naturglexprimerv, puis un en fonction de.
En déduire la limite de la suita ().

EXERCICE 3 4 points Commun a tous les candidat
L’espace est rapporté a un repére orthonot@ali , j,k )

Soit (P ) le plan d’équation :»8+y—-z— 1 =0 et () la droite dont une représentation paramétriqt

nombre réel.

1.a

TP WO oTPND

Le point C(1 ; 3 ; 2) appartieiitau plan (F) ? Justifier.

Démontrer que la droite (st incluse dans le plan).

Soit (Q)le plan passant par le point C et orthogonal adéel(C).

Déterminer une équation cartésienne du ple).

Calculer les coordonnées du point |, pd’intersection du plan (Q) et de la droite (D).

Montrer que CI :\/_3 .

Soitt un nombre réel et Me point de la droite () de coordonnées (t+ 1 ; 2t; —t+ 2).
Vérifier que pour tout nombre rée] CM 2= 6t%— 12t + 9.

Montrer que ClI est la valeaninimale deCM, lorsquet décrit 'ensemble des nombres réels.

X=-t+1
y=2t ,outdésigne un
z=-1+2
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EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivil'enseignement de spécialité
Le plan complexe est rapporté au repére orthonodiredt(O ;u, v).

1. On considére le point | dffixe i et le point Ad’affixe z, = \/TS + 2.

a. Montrer que le point A appartient au cerl” de centre le point | et de rayon 2.
Sur une figure (unité graphique 1 ¢mqu’on complétera au fur et a mesurel’exercice, placer le point I, tracer le cercl’, puis
construire le point A.

- . . i
b. On considére la rotatiande centre le point | <d’angIeE.

Démontrer que le point B image du point A par l&tionr a pour affixezg=-1 + i(\/TS +1).

Justifier que le point B appartient au ceicle

C. Calculer laffixe du point C symétrique du point A par rappautpoint |

d. Quelle est la nature du triangle ABC? Justi

2. Dans cette question, toute trace de recherche, méowmnpléte, owd’initiative méme non fructueu sera prise en compte
dans I'évaluation.

On considére les points E et F tels qu&E = IB et AF = BI .

Que peut-on conjecturer pour les droites (BHCE) ? Valider cette conjecture a I'aideude démonstratio

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi I'enseignement de spéciali

Dans le plan complexe muniuii repére orthonormal dire(O ;u, v), on considére les deux rectani OABC et DEFG ou les

points A, B, C, D, E, F, G ont pour affixes resped zy= - 2,zp=-2 +i,2c=1,2p=1,2g= 1 +31i, zg= g +3i,z2¢= g

<|

u

1. On considére la similitude direcsg¢ransformant O en D et A en
a. Justifier que Ecriture complexe de la similituss est :Z = - g iz+1.
b. Déterminer langle et le rapport de la similitus.
C. Quelle est image du rectangle OABC par la similitus ?
R I - i 2.- 5.
2. On considéere la similitude indirecsed’ écriture complexe’ = - 3 iz+ 3 i.
a. Déterminer limage du rectangle DEFG par la similitLs'.
b. On considére la similitudg=¢s ° s.
Déterminer limage du rectangle OABC par la similitug .
C. Dans cette question, toute trace de recherche, méowmnpléte, owd'initiative méme noifructueuse, sera prise en compte

dansl’ évaluation.
La similitudeg a-telle des points fixes ? Que p-on en conclure polg ?
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CORRECTION

EXERCICE 1 Commun a tous les candidats

Partie 1 : Etude de la fonctionf
1. f(X)=x(1-1Inx),orx>0dond (x)>0 = 1-Inx>0 = Inx<1l - x<e

doncsur]0;eff(x)>0,deplug(e)=0etsur]e;so[f(X)<0
2. f(X)=x(@ -Inx)=x—-xInxor Iirr3+xlnx=0donc Iirr3+f(x)=0

lim Inx=+o0donc lim 1l-Inx=-wet lim f(x) =—o
X —» + o0

X —» + 00 X —» +oo

3. Soitu(x) =x etv(x) = 1 — Inx alorsu’(x) = 1 etv'(X) = —% doncf’'(x) =1 — Inx + x (—%) =1—-Inx—1=-Inx

+ o0

=

X 0
f'(X) + 0 _

f o/l\—oo

4.a. A apour coordonnées(a (1 - Ina))

(T ,) est la droite de coefficient directefufa) = — Ina donc (T,) a pour équatiog=—-xIna+b
A O(T,)donca(l-Ina)=-alna+bdoncb=adonc (T,) a pour équatiog=—-xIna+a
A’, point d’intersection de la droite (J et de I'axe des ordonnées, a pour coordonnégs)(0

b. A appartient a la tangente en A & la courbe. Alegbint de I'axe des ordonnées qui a pour ordeané
Pour tracer (T) il suffit de placer A’ sur I'axe des ordonnéesspde tracer la droite (AA").

%,

Partie Il : Un calcul d’aire

e

1. Si 0 <a< e, la fonctiorf est positive surd ; e ] eta < e donc A§) = J f(x)dx,

a

Sia>e,Iafonctiorfestnégativesur[ea;]eta>edoncAa)=I —f(x)dx=—j f(x)dx=j f(x)dx.

e e a

2. Soitu(x) =xetv(x) = 1 — Inx alorsu(x) = %xz etvi(x) = —é donc Ag) = B X2 (1= In x)} —I ——; xd X

a

1 ¢ 1 ¢ 1 1 1 1
A@=|=x>0-Inx)| +| =x?| doncA@)==e?(l-Ine)—=a’(@ —Ina)+ =-e’-=a?
(@ [2 ( )} [4 } @) > ( ) > ( ) ) )

a a

A(a) -l latnas te2o Ly
2 2 4 4

A(a) = 3a2: 152004 Le2
4% "2 4
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EXERCICE 2 Commun a tous les candidats
4u_-1

+2

n

Soit (U, ) la suite définie pauy = 5 et pour tout nombre entier natungparu . 1=

Sif est la fonction définie sur l'intervalle ] — 2 ;o[ parf (x) = 4 X+ 21, alors on a, pour tout nombre entier natarel,, . ;
X

l.a

9 s /

/’_

i 7//

< _4/

1 |

L | I

. |

7 u, u, u u

-2 -1 // 1 2% '3 4 5° 6 7

b. La suite (1, ) semble étre décroissante et converger vers 1.

2.a. ug=5donaug—1>0

La propriété est vraie poar=0

Supposons la vraie pour un ramgt montrons qu’alors la propriété est héréditeiest-a-dire quei ., — 1 > 0.
4u, -1 1= 4u,-1-u,-2 3@Uu,-J

Up+1—1= =

et u,+2 u,+2 u,+2
3Uu, -1

un>1donc(;2) >0donaups;—-1>0
u

n

La propriété est héréditaire donc est vraie poutriale IN.

4u -1 -u’+2u, -1
b. Up+1—Up= ——— —Up=—""—
u,+2 u,+1
-(u,-1? . L o
Up+1—Uy=— TR or pour toutn de N,u, > 1 doncu, ;; — U, < 0, la suite {, ) est décroissante minorée par 1 donc
un

converge et sa limite est supérieure ou égale a 1
Un+1="F(u,) etf est définie continue sur ] — 2 jes[ donc (1,) étant une suite convergente, sa limite est soluef (x) = x

f(X)=X < 4x 5 =xetxz—2< 4x—1=x’+2xetxz—2< x?’—2x+1=0e# -2 x=1donc(,) converge vers 1.

3. Pour tout nombre entier naturglon poser,, = L 1
u, -
3u,-1) u,+2 u,+2 1
a. Vine1= Ofup+1—1= —" ~doncv,s1= —+—— doncvp+1—V,= —— -
n+1 u”+1_1 n+1 Un+2 n+1 3(u”_1) n+1 n 3(u”_1) Un—l
u,+2-3_1 . o 1
Vp+1—Vy,= ——— = =. La suite {,) est une suite arithmétique de raisen
3u,-1) 3 3
+
b Vo= ! =1' donc pour tout nombre entier natunel/, =v, + AL 1+E = 3+4n
u,-1 4 3 4 3 12
c Vv, = doncu, 1:i = doncu,=1+ or lim =0donc lim u,=0
u, - \Y 3+4n 3+4n n-+e 3+ 4n N e
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EXERCICE 3 Commun a tous les candidats
l.a. Enremplacar, y etz par les coordonnées de C dans I'équation de3R)1 + 3 — 2 — 1 = 3 donc C n'appartient pas au (fan

Xx=-t+1
b. Tout point M de (D) des coordonnées de la formey =2t or3fFt+1)+2t—(—t+2)-1=0donc ladroite (D) est
z=—-t+2

incluse dans le plan (P).

2.a. Un vecteur directeur de (D) est un vecteur norn(é))édoncﬁ (-1;2;-1) estun vecteur normal a (Q)

(Q) a une équation cartésienne de la forme+2y—-z+d=0

C 0 (Q) donc en remplacarty etz par les coordonnées de C dans I'équation de {@Q)+ 2x 3 -2 +d =0 donad = -3
une équation cartésienne du plan (Q) est2y—z—3 =0 ou encore—2y+z+3=0

X=-t+1
b. | est un point de (D) donc il existeéel tel que les coordonnées de | soiert=21
z=-1t+2

| 0(Q)donct+1—-4t—-t+2+3=0soit—6+6=0donc¢=1doncl(0;2;1).

C. Ci a pour coordonnées (- 1 ;1 ; 1) doné €B soit Cl =\/§.

3.a. CM, apour coordonnées (t=2t—3; —-t).donc CM?=t?+ (2t — 3)* +t>=t>+ 4t°— 12t + 9 +t°
pour tout nombre réel, CM?=6t%— 12t + 9.

b. CM?=6t?-12t+9=6¢*-2t)+9doncCM?=6¢—-1)>’+9-6=61(-1)>+3
pour tout nombre réél, CM,?> 3 soit CM, > \/5 donc ClI est la valeur minimale de GMrsquet décrit I'ensemble des nombres
réels.

EXERCICE 4 Candidats n’ayant pas suivi I'enseignemet de spécialité
lLa Al%=|za-z =3 +2i-if=|/3 +i|*=4

donc Al = 2 donc le point A appartient au ceiclde centre le point | et
de rayon 2.

b. r a pour expression complexg = eil21 (z-z)+ g
soitZ:i(z—i)+id0nczB:i(\/_3 +2i—0)+i
donczg =i (/3 +i) +isoitzg=i/3 —1+i
donczg=-1+ i(\/_3 +1).

B est I'image du point A par la rotatiorde centre le point | et d’angle

g donc IB=1AdoncIB=2doncBIT.

C. Le point C est le symétrique du point A par rapprtpoint | ' fc
z, + &
donc | est le milieu de [AC] don% =z, vy p

soitzc=2z,—z5donczc = 2i—\/§ —-2i :—\/5

d. B appartient au cerclé ) et [AC] est un diameétre de ce cercle donc Iengi@ ABC est rectangle en B
(IB) est perpendiculaire a (AC) donc la médianeesde B de ce triangle est aussi hauteur don@lggte ABC est isocéle en B.

2. Apparemment les droites (BF) et (CE) sont perpandires.

BF.CE= (BA+ AF) (CA+ AE) = BA.CA +AF.CA + BA.AE +AF.AE

Les droites (AF) et (IB) sont paralléles et lerigie ABI est rectangle en | dor&F.CA= 0
BA.AE = (BI+IA).AE = BI.AE =-BI?

AF.AE =-BI?’doncBF.CE= (BI+IA).CA —2BI?
BF.CE=BI.CA+IA.CA-2BI?=2IA?-21B?0rIA=1B doncBF.CE =0

Les droites (BF) et (CE) sont perpendiculaires.
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EXERCICE 4 Candidats ayant suivi 'enseignement depécialité

1. On considére la similitude direcsgransformant O en D et A en E.
a. la similitude directes a pour écriture complex@=az+b
s(0) = D doncb = 1 donc la similitude directea pour écriture complex@=az+ 1
s’A):Edonc1+3i:—a+1donc—251:3idonca:—g i
L'écriture complexe de la similitudeest :zZ = — g iz+1.
, - . 3T
b. 'angle de la similitudes est arg &) soit >

Le rapport de la similitudsest [a | = g

C. Une similitude transforme un rectangle en un regitgs(0O) = D ets(A) = E

s(B) est le point d’affixez = — g( -2+i)i+1 =g +3idoncs(B) = F

S(C) est le point d’affixe’ = — g iZ+1 =g doncs(C) = G
L'image pars du rectangle OABC est le rectangle DEFG.
, e 2. 5. . ,
2.a. s'(D) est le point d'affixez = - 3 i+ 3 i=idoncs'(D)=C
s'(E) est le point E'affixe’ = — 2 i(1-31i) +§ i=—2+idoncs'(E)=B
s'(G) est le point G'affixer’ = -

ixg+ i=doncs'(G)=0

[N win W
wlo

s'(F) est le point F'affixeg = - 3 i (g -3 i)+§ i=—2doncs'(F)=A

L'image par s’ du rectangle DEFG est |le rectangh80.

b. g(0) =s'(D) =C ;0(A) =s'(E) =B ;g(B) =s'(F) = Aetg(C) =s'(G) =0
'image du rectangle OABC par la similitudeest le rectangle OABC.

C. Une similitude conserve les barycentres dgriansforme le centre O du rectangle OABC en luim@é le milieu | de [AB]

en lui-méme dong est une symétrie indirecte admettant 2 pointssfikistincts donc est la réflexion d’axe (Ol).
g admet une infinité de points fixes : la droite YOI
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