Pondichéry mai 2018

EXERCICE 1 6 points Commun & tous les candidats

Les parties A et B peuvent étre traitées de fagon indépendante.

Dans une usine, un four cuit des céramiques a la température de 1 000 °C. A la fin de la cuisson, il est éteint et il refroidit.
On s’intéresse a la phase de refroidissement du four, qui débute dés I’instant ou il est éteint.

La température du four est exprimée en degré Celsius (° C).

La porte du four peut étre ouverte sans risque pour les céramiques deés que sa température est inférieure a 70° C. Sinon les céramiques
peuvent se fissurer, voire se casser.

Partie A

Pour un nombre entier naturel n, on note T, la température en degré Celsius du four au bout de n heures écoulées a partir de I’instant
ou il a été éteint. On a donc T = 1000.

La température T , est calculée par I’algorithme suivant :

T «— 1000
Pouriallantde 1 an
T« 0,82xT+3,6

Fin Pour
1. Déterminer la température du four, arrondie a I’unité, au bout de 4 heures de refroidissement.
2. Démontrer que, pour tout nombre entier naturel n, ona: T, =980 x 0,82" + 20.
3. Au bout de combien d’heures le four peut-il étre ouvert sans risque pour les céramiques ?

Partie B
Dans cette partie, on note t le temps (en heure) écoulé depuis I’instant ou le four a été éteint.
La température du four (en degré Celsius) a I’instant t est donnée par la fonction f définie, pour tout nombre réel t positif, par :

t
f(h)=ae > +b
ou a et b sont deux nombres réels.

On admet que f Vvérifie la relation suivante : f'(t) + %f(t) =4,
1. Déterminer les valeurs de a et b sachant qu’initialement, la température du four est de 1000 °C, c’est-a-dire que f (0) = 1000.

L
Pour la suite, on admet que, pour tout nombre réel positift: f (t) =980e ° + 20.

2.
a. Déterminer la limite de f lorsque t tend vers + co.
b. Etudier les variations de f sur [0 ; + oo [. En déduire son tableau de variations complet.
c. Avec ce modele, aprés combien de minutes le four peut-il étre ouvert sans risque pour les céramiques ?
3. La température moyenne (en degré Celsius) du four entre terpédatute (hC} | | ) L
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b. Déterminer la limite de d(t) lorsque t tend vers + oo. Quelle

interprétation peut-on en donner ?
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CORRECTION

EXERCICE 1 6 points Commun & tous les candidats

Partie A

1. La température du four, arrondie a I’unité, au bout de 4 heures de refroidissement est de 463 ° C.
n 0 1 2 3 4
T 1000 823,6 678,95 560,34 463,08

2. D’apreés I’algorithme T,+1=0,82 T + 3,6

Montrons par récurrence que pour tout nombre entier naturel n, ona: T, =980 x 0,82" + 20.

Initialisation :  sin=0alors 980 x 0,82°+ 20 =980 + 20 = 1000 =T
La propriété est initialisée.

Hérédité : Montrons que pour tout nde N, si T, =980 x 0,82" + 20 alors T ,+1 =980 x 0,82"*1 + 20.
Th+1=082T,+20etT,=980x0,82"+ 3,6 donc Tn+1=0,82(980 x 0,82" + 20) + 3,6
Th+1=980x0,82"*1+0,82 x 20 + 3,6.

Th+1=980%0,82"*1+ 16,4 + 3,6.
The1=980x0,82"*1+20.
La propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout entier naturel n, ona: T, =980 x 0,82" + 20.

3. Le four peut étre ouvert sans risque pour les céramiques si T, < 70
soit 980 x 0,82"+20 < 70 < 0,82" sﬂ <nin082<-In196&n> ——— In19,6
980 In 0,82
-1In19,6 . ) _
Thos - 14,99, il faudra donc attendre 15 heures pour ouvrir le four sans risque.
no,
Partie B

1. f (0) = 1000 donc a + b = 1000

a t t

fr)= e 5 doncf'(t)+ Sf()= - 2e 5+% 5+ Lb= Lhorfity+ 1(t)=4donc Lb=4soith =20
5 5 5 5 5 5 5

gl

_t
a + b =1000 donc a = 980 donc pour tout nombre réel positift : f () =980e 5 + 20.

, -t - ,

2.a. lim e*=0et tI|m I =—oo donc tI|m e 5=0donc tI|m f (t) = 20.

X—> - ] —>+® —>+®

a !
b. fr'it)= - ge 5 avec a = 980 or la fonction exponentielle est strictement positive sur R donc f ’(t) <0
f est strictement décroissante sur [0 ; + oo |.
t 0 + 00
f°(t) -

_t _t t
c. ff)<70=980e 5+20<70= e 5< %@ 95219,6<:>é2|n19,6©t25|n19,6

51n 19,6 ~ 14,878 donc 14,878 x 60 = 892,68
Il faudra donc attendre 893 minutes pour ouvrir le four sans risque.

15
3.a. Lafonction f est positives sur R donc I f(t) dt est une mesure de I’aire comprise entre I’axe des abscisses, la courbe de f,
0

les droites d’équation x =0 et x = 15.

Construisons 5 trapézes pour évaluer cette aire.

petite base + grande base
2

x hauteur

L’aire d’un trapéze est égale a

1000 + f(3) f3)+f(4)
2

Soit pour I’aire de q1 : x 3, pour I'aire de g1 : x 3 etc.
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done J':sf(t)dtz 1000;f(3)X3+ fA+1(6) 4, fO)+fQ) , TO+102) , 1@9+1as) ,

2 2 2 2
j:sf(t)dtz % [1000 + f (15)] + 3 [f (3) + F (6) + £ (9) + f (12)]

5 15
j f (t) dt ~ 5094,89 donc ij F(t) dt ~ 209489
0 15J 0 15

soit approximativement 339,66 degré Celcius.
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15

15 _t
b. J- f(t)dt:[980><(—5)e 5 +20t} 0 = [ - 4900 E‘3+300]—(—4900)
0

5200 —4900e ° 1040-980¢e °

soit approximativement 330 ° C.
15 3

15 l 15
J' f(t)dt:—4900e—3+5200donce:—J' f(t)dt=
0 15J o

t+1

t _t ot O .
4.a dit+1)=980¢e ° +20—(980e 5+20) =980 (e > —e 5) =980 (e Sxe S—e 5) donc, pour tout nombre réel t

N
positif:d(t)=980[1—e SJe 5.

_t
b. Onawvu quetlim e 5=0donc lim d(t) =0.

—>+x to+o

L’écart de température entre deux instants séparés d’une heure devient de plus en plus proche de 0 et donc, qu’au bout d’un certain
temps, la température du four se stabilise.
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