Pondichéry avril 2010
Partie A : Restitution organisée de connaissances
On supposera connus les résultats suivants :

« [D(tm+em)dt =] fmdt + [ g@)dt
e Sipour tout [ [a, b]f(t)ZOanrsJ: f(t)dt >0.

Montrer que : si, pour toditde fa ; b], f (t) < g(t) alorsj : f@)dt < J : g(t)dt

Partie B
Soitn un entier naturel non nul.

On appelle , la fonction définie sur [ 0, ¢ [ par :f , (X) = In (1 +x") et on pose | = .[: In(1+x")dx

On note G, la courbe représentative figdans un repére orthonormad (i ] ).
1l.a Déterminer la limite dé; en +oo,

b. Etudier les variations dg sur [ 0, +oo [.
C. A l'aide d’'une intégration par parties, calculeret interpréter graphiquement le résultat.
(Pour le calcul de 4, on pourra utiliser le résultat suivant : pourttod [0 ; 1], —)il :1—%1.)

X X

2.a Montrer que pour tout entier naturel non nubn a 0< | , < In2.

b Etudier les variations de la suite, Jl

c En déduire que la suite,() est convergente.

3. Soitg la fonction définie sur [ 0, # [ par :g(X) = In(1 +X) —X,.

a. Etudier le sens de variation geur [ 0, +o [.

b. En déduire le signe dgsur [ 0, +o [.

Montrer alors que pour tout entier natuneion nul, et pour tout réel positif, on a In (1 x") < x".
C. En déduire la limite de la suite,().

CORRECTION
Partie A : Restitution organisée de connaissances
f etg sont deux fonctions continues sur un intervaleld] doncg —f est continue suia[; b]

Pour toutx de Ja ; b] , f (X) < g(x) doncg(x) —f () >0 doncj : [9(¥) - f(X¥]d x>0

[ 1o - fendx= [ gdx [ tegdxet| [g(x) - f(¥]dx=0
donc [* g()dx — [ f(x)dx=0 soit| g¥dx> [ f(x)dx

Partie B
l.a Pour toutxde [ 0, +o [ f1 (X) = In (1 +X)
Soit X=1+x, lIm X=+4+

X —» + 00

fl(x)=InXorXIim InX=+cdonc lim f;(X)=+w

b. f 1 est la composée de deux fonctions continues etaddes sur [0, o [: X —» 1 +x etx — In x doncf ; est continue et
dérivable sur [ O, +o [.

fix) = %1 donc pour toux de [ 0, +oo [ f’1 (X) > 0 dond ; est strictement croissante sur [ ®p .
X
C. Soit: U(x) =1 ux)=x+1

v(X) =In (1 +X) V(X) = x_:-LFl

' —.[ 01 u(x) v'(x) dx

u etv sont continues et dérivables sur [ 8pfdonc I, = [u(x) v(x)] |

1 1 x+1 1 1 1 1
1= [(x+1) In(x+1)] . —jo 1 dx o I,= [(x+1) In(x+ 1)] . —jo 1dx < I1=[(x+1) In(x+1)] . -[ x],
l1,=2 n2-1
f1(0) =0 eff ; est strictement croissante sur [ e+ doncf ; est positive sur [0 ; 1]
f 1 est continue sur [0 ; 1] dong kst 'aire (en unité d’'aires) du domaine limité paxe des abscisses, les droites d’équakien0,
x =1 et la courbe df;.

2.a. pour tout entier naturel non mylf ,, est la composée de deux fonctions continues@u#fo [ : x — 1 +x" etx — Inx donc
f, est continue sur[ 0, e [.

pour toutxde [0; 1], xx"<1ldoncilc1+x"<?2

la fonction logarithme népérien est strictementssiante sur] 0, ¢o [doncIn 1< In (1 +x")<In 2



La fonctionf , est continue sur [ 0, 1] et pour toude [ 0, 1] < f, () <In 2
donc pour tout entier naturel non mO< I, < '[ : In2dx soit0<1,<In2

b. Pour toutxde [0, 1] & x< 1 donc G x" "< x"donc 1< 1 +x"* 1< 1 +x"

la fonction logarithme népérien est strictementssiante sur ] 0, ¢ [ donc In 1< In (1 +x"**) < In (1 +x") soit 0< f . ;< f,
Les fonctiond ,,, ;etf,, sont continues sur [ 0, 1] et pour taude [0, 1] : O f . <f,donc O< 1.1 <1

La suite (I, ) est décroissante minorée par 0.

C. La suite (I,) est décroissante minorée par 0 donc est cornirge

3.a. g estla différence de deux fonctions continuesvaétes sur [0, o [ : X - xetx — f; (X) doncg est continue et dérivable

1 - X
sur[0, +o [ etg'(X) = -1=—
[0+ [etg(x= - -1=—~

Pour toutx > 0,g'(x) < 0 etg'(0) = 0 doncg est strictement décroissante sur [ @

b. g est strictement décroissante sur [ & fretg(0) = 0 donay est strictement négative sur [ OgoH.
Si x est un réel positif alors pour tout entier naturabn nul,x" est un réel positif dong(x" ) < 0 donc pour tout entier naturehon
nul, et pour touk réel positif, ona : In (1 %¥") —x"< 0 soit In (1 +") < x".

C. Les fonctiond ,, etx — x" sont continues sur [ 0,c¢ [ et pour touk de [0, +o [ona: 0<In (1 +x") < x".
1

1 n 1 n+1 H 1
donc O 1, < x"dx doncO<|,<|— X soit0< |, <« —
0 n+1 n+1

0

lim %1= 0 donc d’'aprés le théoreme des gendarmes apgiguéuites, lim 1,=0
n- +o n n- +o



