Asie juin 2011

EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats
Le plan est rapporté a un repére orthonorraafi(, j ).
1. Etude d’une fonctionf

On considere la fonctioihdéfinie sur 'intervalle ] 0 ; o [ par :f (X) = In_x
X

On notef ’ la fonction dérivée de la fonctidrsur 'intervalle ] O ; +oo .

On note G la courbe représentative de la fonctiatans le repéred ;i , j ). La courbe G est représentée en annexe 1 (& rendre avec
la copie).
a. Déterminer les limites de la fonctiéen O et en +o.
b. Calculer la dérivéé’ de la fonctionf .
C. En déduire les variations de la fonction
2. Etude d'une fonctiong
L e . (In x) 2
On considére la fonctiogdéfinie sur I'intervalle ] 0 ; +o [ par ;: ———
On note @ la courbe représentative de la fonctipdans le repéred ;i , j ).
a. Déterminer la limite dg en 0, puis en +o.

Aprés l'avoir justifiée, on utilisera la relation

(n? _,(Inyx ’
X
Calculer la dérivég’ de la fonctiong .
Dresser le tableau de variation de la foncton
a. Démontrer que les courbes @t Cy possedent deux points communs dont on précisect@sonnées.
Etudier la position relative des courbes & C,.
Tracer sur le graphique de 'annexe 1 (a rendre Bveopie) la courbe £
On désigne par A l'aire, exprimée en unité d'aite Ja partie du plan délimitée, d’'une part parckesrbes G et C,, et d’autre
part par les droites d’équations respectivesl etx = e.
En exprimant I'aire A comme différence de deuxsee I'on précisera, calculer I'aire A.

rOoTWOCDT

EXERCICE 2 5 points Commun a tous les candidats

Dans le plan complexe on considére les points &t B d’affixes respectives = — 2,b = 5 i etc = 4 ainsi que les carrés ABIJ,
AKLC et BCMN, extérieurs au triangle ABC, de cestrespectifs S, T et U.

La figure est donnée emnexe 2

1. Donner I'écriture complexe de la rotatiode centre A et d'angl%. En déduire que le point J a pour affixe — 7 + 2i

On admettra que l'affixe du point K est—2 -6 i.

2. Justifier que les droites (BK) et (JC) sont perpeuldires et que les segments [BK] et [JC] ont & longueur. Calculer
cette longueur.

3. a. Calculer les affixes des points S et T.

b. Déterminer I'affixe du point U.

Démontrer que la droite (AU) est une hauteur cangrie STU.

Déterminer une mesure de 'angléQ , AU).

On admet que les droites (BK) et (JC) se coupepbant V d'affixev= - 0,752 + 0,864 i.
Etablir que les points A, V et U sont alignés.

Que représente la droite (AU) pour I’angﬁ/é/\c ?

T o0 kO
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EXERCICE 3 5 points Commun & tous les candida
On considére un cube ABCBEH, d’aréte de longueur 1. On note | le point d¢&rsectiol de la droite (EC) et du plan (AFt

1.  Onse place dans le repéie (DA, DC, DH).

Dans ce repére, les sommets du cube ont pour conéde
A(1;0;0)B(1;1;0LC(0;1;0D(0;0;0)E(1;0;1)F(1;1;0(0;1;1H(0;0;1)

a. Déterminer une représentation paramétrique dedidediEC)
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (A
C. En déduire les coordonnées du point |, montrer que le point | est le projetéhogonal du point E sur le plan (AF

NE

d. Vérifier que la distance du point E au plan (AFi) égale 3

e. Démontrer que la droite (HI) est perpendiculaite droite (AF) Que représente le point | pour liangle AFH?

2. Dans la suite de cet exercice, toute trace de nettee méme incompléte, ou d’initiati méme non fructueuse, sera prise
compte dans I'évaluation.

Définitions :

e un tétraédre est dit de type 1 si ses faces ontenaénm
» il est dit detype 2 si les arétes opposées sont orthogonalesadeeux
« il estdit de type 3 s'il est a la fois de typete type 2

Préciser de quel(s) type(s) est le tétraedre E

H

EXERCICE 4 5 points Candidats n’ayant pas suivi I'enseignement de spéxdité

On admet que la durée de vie (exprimée en annéesgertain type de capteur de lumi peut étre modélisée par une varie

aléatoireX qui suit une loi exponentielle gearametre (, strictement positif ), c’est-dire que la probabilité que ce capteur to en
t

panne avant 'annédt positif ) s’exprime par F(t) =p(X<t) =p([0;t]) = I Ae M d x

0

1. Restitution organisée de connaissanc
Pré-requis :
An B N fos
a. ps(A) = % (ou A etB sont deux événements tels (p(B) # 0) ;
p
b. p(Z) == 1-p(A) (OUA est un évenement
C. p([a; b]) = F(b) - F(a) (ouaetb sont des nombres réels positifs tels a < b).

. . - F(t+s)— F(t S
Démontrer que, pour tout nombre réel positibn a p;; w([t;t+9]) = %(t)() et quep[i. [ ([t; t + 5]) est independant
du nombre réel
Pour la suite de I'exercice, on prendde= 0,2
2. Démontrer que la probabilitéug le capteur ne tombe pas en panne au cot deux premiéres années est égal ~%*

3. Sachant que le capteur n'est pas tombé en panceuasi des deux premiéres ann quelle est, arrondie au centiéme
probabilité qu'il soit encore en état d@rche au bout de six ar

4, On considére un lot de 10 capteurs, fonctionna maniére indépendante.

Dans cette question, les probabilités seasrindies a la sixieme décimal.

a. Déterminer la probabilité que, dans ce lot, iltyeadactement wx capteurgjui ne tombent pas en panne au cours des
premiéres années.

b. Déterminer la probabilité que, dans ce lot, iltyaai moins un capteur qui tombe pas en panne au cours des deux pren
années.
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EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi 'enseigement de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances

1. Pré-requis : tout nombre entiestrictement supérieur a 1 admet au moins un divigemier.

Démontrer que tout nombre entiestrictement supérieur a 1 est premier ou peut sendgoser en produit de facteurs premiers (on
ne demande pas de démontrer I'unicité de cettenaigasition).

2. Donner la décomposition en produit de facteurs preTe 629.
Partie B
Dans un repére orthonormaDd(;i , j ,k ), on considére les surface®tC d’équations respectives:: z=x yetC: x?+z%=1.

1 Donner la nature de la surfaCeet déterminer ses éléments caractéristiques.

2 Points d'intersection a coordonnées entieres sisurfaced” etC

a Démontrer que les coordonnégs ¥ ; z) des points d’intersection deet deC sont telles quex? (1 + y?) = 1.

b En déduire qué etC ont deux points d’intersection dont les coordonrséeg des nombres entiers relatifs.

3 Points d'intersection & coordonnées entiéres dleet d’un plan

Pour tout nombre entier naturel non npbn désigne pa®, le plan d’équatioz=n* + 4.

a. Déterminer 'ensemble des points d’intersectior d& du plarP ; dont les coordonnées sont des nombres entietggela
Pour la suite de I'exercice, on suppose 2.

b.  Vérifierque: °—2n+2) %+ 2n+2)=n*+4

C. Démontrer que, quel que soit le nombre entier ehiuz 2,n* + 4 n'est pas premier.

d. En déduire que le nombre de points d’intersectoh dt du plarP,, dont les coordonnées sont des nombres entierfgalst
supérieur ou égal a 8.

e. Déterminer les points d’intersection Beet du plarP 5 dont les coordonnées sont des nombres entietggela
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Annexe 1 (Exercice 1)
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CORRECTION

EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats
1. Etude d’une fonctionf
n x

On considére la fonctioh définie sur l'intervalle ] 0 ; o [ par :f (X) = —.
X

On notef ' la fonction dérivée de la fonctidnsur l'intervalle ] 0 ; +oo [.

On note G la courbe représentative de la fonctiodans le repéred ;i , j ). La courbe G est représentée en annexe 1 (a rendre

avec la copie).

1 . .
a. lim = =+ et lim In x=—co donc lim f (x) = —o
X-0 ¥ X -0 X -0
x>0 x>0 x>0
. Inx .
lim —— =0donc lim f(x)=0
X —» + 00

X —» + 00 X

X X 1—1>< In x
% _1-Inx
x? x?

_ =1
u(x)=In x alors u(x)—x doncf'(x) =

b. Soit
v(X)=x alors v'(x)=1
x?> 0 dondf '(x) ale méme signeque 1 dmr1—Inx>0< Inx<1- 0<x<e

C.
X 0 e + 00
f'(X) + 0 -
e—l
— o0 0
2. Etude d’une fonctiong
. . e " (In x) 2
On considére la fonctiogdéfinie sur I'intervalle 1 0 ; +o [ par : ————.
On note @ la courbe représentative de la fonctipdans le repéred ;i , j ).
a. f(x) = 1y (Inx)%or Iimol =+ et Iimo(ln X) % =+ donc Iimog(x) =+
X Xx-0 ¥ X - X —
x>0 x>0 x>0

2
2
In ﬁ:%ln x donc Inx =2 In \/x donc (InX)?= 4 (In \/x) 2 donc (In ») ﬂ{lnﬁ]
X X

In X

Soit X = \/_x , Xllr?mx =+ oo et XIerJw a =0 doncxllrgw gx)=0
_ 2 = o L xx2x L In x-1x (In x)?
b, Soit u(x)=(In x° alors u'(x)= 2><; In x doncg(x) = i _ (2-1In )2() In x
v(X)=x alors v'(x)=1 X X
C.
X 0 1 & + oo
In x - 0 + +
2 —Inx + + 0 -
f'(x) - 0 + 0 -
f e \ 4e’ \
0 ”””””,////3" 0

2
3.a fX)=gKx = x>oet|n_x :M
X X

Les courbes €et Cy possedent deux points communs de coordonnées) @t (@ ; eh).

b f@-geg= "X -0 Inx@ny

= x>0etlnx=(nx)2< Inx=0oulnx=1< x=1oux=e

X X
X 0 1 e + 00
In x — 0 + +
1-Inx + + 0 —
f () —9(x) - 0 + 0 -
oint C; au dessus oint C; en dessous
C en dessous de L d'intrérsection f de C4 d’intgrsection f de C4
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4. Sur [1; e], la courbe Cau dessus de onc l'aire A est la différence des aires bleua®ege.
¢ ¢ * Inx(1-Inx)
A= f(x)d x — g(x)dx = ————7dx
1 1 1 X

Soitu(x) = Inx alorsu’(x) = % doncwx_lnx) =u'(xX) u (x) —u'(x) [u(x)]
Une primitive dex— u'(X) u (x) —u'(X) [u(x)] ? est la fonctiorx — %[u( X] ——;[ u e

In x(1-1Inx)
X

donc A = F(e) - F(1) %[In(e)] 2 —_;[m(e)] 3 :%_ézéu_a

Une primitive dex — est la fonction Fx — %[In(x)] 2 ——;[In( %] °
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EXERCICE 2 5 points Commun a tous les candidats

1. L'écriture complexe de la rotatiorde centre A et d'angléz-[ estz—a= ei 2 (z—a) soitz =i z—ai+adoncZ =iz—2i+2

le carré ABIJ est indirect donc J est I'image déaBs la rotation de centre A et d’anézledonczF ib—2+2i

z;=—-5-2i+ 2donc le point J a pour affixee — 7 — 2 1.

2. BK a pour coordonnées (- 2 ; — 11 )ﬁ a pour coordonnées (11 ; — 2 ) ddBi§ JC=-2x11+ (=11 (- 2) =0donc

les droites (BK) et (JC) sont perpendiculaires

BK %= (- 22 + (- 11)°= 125 et J€ = 112 + (- 2)* = 125 donc les segments [BK] et [JC] ont la méamgueur,/125= 5,/ 5
-2-7+2i_-9

3.a. Sestle centre du carré ABIJ donc est le milie{Adedonc I'affixe de S estT =7 +i

T est le centre du carré AKLC donc est le milie@] donc 'affixe de T esty =1-3i

b. N est I'image de C dans la rotation de centre dBaetgleg donczy=i(c—b)+b=i(4-5i)+5i=5+9i

U est le centre du carré BCMN donc est le miliefi@] doncz = @ :% +—2i
C. AU a pour coordonnées (6,5 ; 4,5 )T a pour coordonnées (4,5 ; — 6,5 ) dokid . ST = 6,5% 4,5 + 4,5x (- 6,5) = 0 donc
les droites (AU) et (ST) sont perpendiculaires diandroite (AU) est une hauteur du triangle STU.

4. (3¢, AU)=arg -2 oru-a= 2+ 24213, 9 etc—j=11-2i
c—j 2 2 2

2
doncu_z_i=£><13+ 9!:}X 13+ 9i) (12+ 2i)
c—-j 2 11-2i 2 12+ 4
u-a_1,143+261+9917 18 1 4 iy orarg (@ +i) =" + 2k (k0 Z) donc OC , AU) = = + 2k (k0 Z)
c—-j 2 125 2 4 4
5.a. AV a pour coordonnées (1,248 ; 0,864p&t a pour coordonnées (6,5 ; 4,5) dohd = 1—25 AV donc les points A, V et U

sont alignés.
b. Les droites (BK) et (JC) sont perpendiculaireseetoupent au point V donc I’angﬂa% est droit.

(i:,m):gmkn(kDZ) I N
or V appartient a (JC) et les points A, V et
U sont alignés. i
(i:,m):gmkn(kDZ) -
donc(\ﬁ,W)=g+kn(kDZ)(onne B_
peut pas étre plus précis sauf a prouver que Y M
V appartient a [JC] et a [AU]) donc la s -
droite (AU) est une hissectrice de I'angle .
BVC. I

J -

v, T
1 1 1 1 1 A 1 0 1 1 1 C 1 1 1 1 1
S
K L
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EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
1.  On se place dans le repéi@ (DA , DC, DH).

Dans ce repére, les sommets du cube ont pour coogds :
A(1;0;0)B(1;1;0)C(0;1;0)D(0;0;8(1;,0;1)F1;1;1)C(0;1;1)H(0;0;1)
x=t
a. CE a pour coordonnées (1 ; — 1 ; 1) donc une reptésen paramétrique de la droite (EC) esy =1-t avect OR..

z=t
b. Une équation cartésienne du plan (AFH) est dertadax +by+cz=d=0
a+d=0 a=-d
Ce plan passe par A, FetHdopa+b+c+ d=0 = < b=d
c+d=0 c=-d
Une équation cartésienne du plan (AFH»esty +z—1=0
x=t
C. I le point d’intersection de la droite (EC) et dap(AFH) donc ses coordonnées vérifigny =1-t etx—y+z—-1=0
z=t
donct—1+t+t—1=0dond = 2 et | a pour coordonné{sz— ; E'—ZJ
3 3 33
IE a pour coordonnée(s% : —é—;j le vecteurn de coordonnées (1 ; — 1 ; 1) est normal au pldHjtet 3E = 2n donc la droite

(IE) est perpendiculaire en E au plan (AFH), | afipat a ce plan donc le point | est le projetéhogonal du point E sur le plan
(AFH).
+

. . . 3
d. la distance du point E au plan (AFH) est égalertIS = +_;=_§ donc El =%.

©|F
©lr

e.  HI apour coordonné s%;—;; —%J , le vecteurAF a pour coordonnées (0 ; 1 ; 1) dort. AF = éx 0+ %x 1——;x 1= 0,

donc la droite (HI) est perpendiculaire a la dr¢&€).
On montrerait de méme que la droite (Al) est pedpriaire a la droite (HF) donc | est le point dérsection de deux hauteurs du
triangle AFH, donc | est I'orthocentre du triangEH.

2. L’aire de la face AEF du tétraedre EAFH est ég‘a% x AE x EF :%

Le volume du tétraédre EAFH est éga%é& HE x A pgr soit:—]; x 1x % = —é

J3

La hauteur issue de E du tétraedre EAFH est édalalanc a? donc le volume du tétraédre EAFH est ég%} AEl x A pgy SOIt

3 3
E x% XAAFH:%donCAAFHzg

Le tétraedre EAFH a deux faces AFH et AEF d'ainéf@ikntes donc il n’est pas de type 1 donc patyple 3.

La droite (EH) est perpendiculaire au plan (AEFR)@est orthogonale a toute droite de ce plan dan@te EH du tétraedre est
orthogonale a I'arréte AF.

La droite (EF) est perpendiculaire au plan (AEH)@est orthogonale a toute droite de ce plan dan@te EF du tétraédre est
orthogonale a I'arréte AH.

La droite (AE) est perpendiculaire au plan (EFH)dest orthogonale a toute droite de ce plan danéte AF du tétraédre est
orthogonale a I'arréte FH.

Les arétes opposées du tétraedre EAFH sont orthtepdeux a deux donc le tétraédre EAFH est deZype
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EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivi lenseignement de spécialité

Ft) =p(X<t)=p(0;t]) = j ANe*dx=1-e’doncp(X=t)=1-F(t)=e".

0

1. Restitution organisée de connaissances
p([t;+t+s|n[t+oo) _ p([t;+t+s])

Pour tout nombre réel posisfon a Py, w[([t;t+9]) =

p([t;+o]) p([t; +o)
+ —
orp([t;t+s])=F(t+s) —F(t) doncp; «w[([t;t+9]) = M
' 1-F()
N N N N e—)\t _ e—)\(t+s) A
Fit+9=1-e"""JetF(t)=1-e*" doncF(t+9) —F(t) =e ' e “*Vdoncp, v ([t; t+ ) = ————— =1-€"°
e
Pit;+e ([t; t+9]) estindépendant du nombre réel
2. La probabilité que le capteur ne tombe pas en panrm@urs des deux premiéres années est égale a :
p2;+e =€ =e"
3. Sachant que le capteur n’est pas tombé en panceuasi des deux premieres années, la probabilitésgit encore en état de
marche au bout de six ans pgt. . ([6; +o [) = e ***=e **= 0,45.
4. On a une succession de 10 expériences aléatogesgdes et indépendantes, chacune d’elles a deugs :

« le capteur ne tombe pas en panne au cours depdemieres annéep € e %)

« le capteur tombe en panne au cours des deux pen@anéeg)(= 1 —e °%)
donc la variable aléatoire qui compte le nombreajgeurs qui ne tombent pas en panne au couredagpdemiéres années suit une
loi binomiale de paramétres (10~ %").

10
a p(X=2) :(zj p?xq'® 2= 0,002822

b. pX=21)=1-p(X=0)=1-(1-¢€°)°=0,999985
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EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi 'enseigement de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances

1. n est un entier strictement supérieur a 1, don@

Soit (P, ) la propriété : Tout nombre entlecompris entre 2 at est premier ou peut se décomposer en produit deuiecpremiers
2 est un nombre premier donc la propriétg XBst vraie.

Montrons que pour tout si (P, ) est vraie alors (P, 1) est vraie

si (P, ) est vraie alors pour tout entilercompris entre 2 at, soitk est premier soik peut se décomposer en produit de facteurs
premiers

n + 1 est soit un nombre premier soit il admet ainsian diviseur premier.

sin + 1 est premier la propriété est vérifiée

sin+ 1 n'est pas premier, alors il admet au moingiuiseur premiep donc il existe un entiartel quen+ 1 =pq

+ +
p=2donc << nTl ornz2 doncn—z1 < ndoncq est un entier compris entre 2retionc d’aprés I'hypothése de récurrenge,

se décompose en produit de facteurs premiersmlenzg se décompose en produit de facteurs premiers
La propriété est héréditaire donc est vraie poutr tombre entier strictement supérieur a 1.

2. 629 = 17x 37.

Partie B
1. La surfaceC est un cylindre d’axe (¢) de rayon 1.

zZ=XYy

donc :x?+x%y?=1
x?+z7=1

2.a. les coordonnéex(y ; z) des points d’'intersection deet deC vérifient : {
soit :x% (1 +y?) = 1.

b. les coordonnées( y ; 7) des points d’intersection deet deC vérifient :x? (1 +y?) = 1.
Si ces coordonnées sont des nombres entiers sedétifsx ? divise 1 dono= 1 ou — 1 et 1 4% = 1 soity = 0,z= x ydonc dans les
deux caz = 0.

Il existe deux points d'intersection feet deC: A(1;0;0)etB(—1;0;0).

3. Pour tout nombre entier naturel non nubn désigne pa® , le plan d’équatioz=n* + 4.
a. Déterminer I'ensemble des points d’intersectiort d& du plarP ; dont les coordonnées sont des nombres entietggela
Pour la suite de I'exercice, on suppose 2.

z=XYy
Les coordonnées sont des nombres entiers rellifsxeety sont tels qua y = 5 doncx ety divisent 5, d’ou les possibilités :
X -5] -1 1 5
y -1] -5 5 1
Les points d’intersection a coordonnées entierels dedu planP; sont les points C(-5;-1;5 D(-1;-HE(1;5;5)et
F(5;15).

P, est le plan d’équation= 5 donc les coordonnées les points d'intersect®n et du plarP ; vérifient : {

b. (n?-2n+2)p?+2n+2)=0?*+2)°—@2n)?=n*+4n’+4—-4n’=n*+4

C. Si le nombre entier naturel> 2, alorsn— 1= 1 donc 6 — 1)+ 1> 2 doncn?—2n + 2> 2,

de mémen + 1> 3 donc 1 + 1)° + 1> 10 donan® + 2n + 2> 10,

n+ 4 admet deux diviseurs positifs’— 2n + 2) et 0%+ 2n + 2), aucun d’eux ne peut étre égal & 1 donc nediee égal a* + 4
doncn? + 4 admet un diviseur autre que 1 et lui-méme dohe 4 n’est pas premier.

. ) . ) Lo = 4+4
d. P, est le plan d’équation= 5 donc les coordonnées les points d'interseatin et du pIarPlvenﬂent:{Z : .
zZ=XYy
doncxy=n*+4=0%-2n+2) @%+ 2n+ 2), doncx divise *—2n+2) %+ 2n+2)
parmi ces diviseurs on a ;
X -1 1 | —0"+4) | n"+4| —p°-2n+2)| @°-2n+2)| —°+2n+2)| @°—2n+2)
yl-0'+4)[n"+4 -1 1 | —f°+2n+2)| @°-2n+2)| —°-2n+2)| (°-2n+2)

On a donc au minimum 8 points donc le nombre detpaf’intersection d€ et du plarP , dont les coordonnées sont des nombres
entiers relatifs est supérieur ou égal a 8.

e. 5%+ 4 = 629 = 1% 37. Les diviseurs positifs de 629 sont 1 ; 17 ; 829 donc
X - 629 - 37 - 17 -1 1 17 37 629
y -1 - 17 - 37 - 329 629 37 17 1
les points d'intersection de et du plarP s dont les coordonnées sont des nombres entietfgsiant les points de coordonnées :
(-629;-1;629);(-37;—-17;629); (- 1737 ;629) ; (-1 ;—-629;629)
(629;1;629);(37;17;629); (17 ;37 ;629]) ;629 ; 629)
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