Nouvelle-Calédonie novembre 2011
EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O ;u , v).

On prendra 1 cm pour unité graphique.
1. Résoudre dans C I’équation z2— 2z + 2 = 0.
2. Soit A, B, C et D les points d’affixes respectives :

Zpa=1+i;25= Z 1Zc=211g.Zp=3.
Construire une figure et la compléter tout au long de 1’exercice.

3. Montrer que les trois points A, B et C appartiennent & un méme
cercle de centre D dont on précisera le rayon.
z.-3 .
4. Calculer —< . En déduire la nature du triangle DAC.
Z,-
5. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou

d’initiative méme non fructueuse, sera prise en compte dans /‘évaluation.
On note h ’homothétie de centre D et de rapport 2. On note r la rotation de

centre D et d’angle g .

On appelle C’ I’image de C par h et C" I’image de C’ par r .
Montrer que les droites (AC) et (C’C") sont perpendiculaires.
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EXERCICE 2 5 points Commun a tous les candidats
1. Soit f la fonction définiesur ] 0 ; + oo [ par: f(x) = In( 1+ 1 j - X.
X

a. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en + .

b. Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur] 0 ; + oo [.
c. Montrer qu’il existe un unique réel o appartenanta ] 0 ; + oo [ tel que
f (o) = 0.

Déterminer une valeur approchée de o & 10 3 prés.

2. Soit g la fonction définie sur] 0 ; + oo [ par: g (x) = In( 1+l )
X
La suite (U, ) < est définie par uy = 1,5 et pour tout entier naturel n :

Une1=g(Un)=In 1+ui

n

On a représenté en annexe 1 (a rendre avec la copie) la courbe C
représentative de la fonction g et la droite d’équation y = x.
a. Construire sur I’axe des abscisses, en laissant les traits de

construction apparents, les cing premiers termes de la suite (U, ) n < -

b. Le graphique permet-il d’émettre les conjectures suivantes ?
On recopiera sur la copie le numéro de la conjecture suivie de OUI ou NON.
Aucune justification n’est demandée.

e Conjecture n° 1 : «la suite (Up ), < y €St monotone. »
e Conjecture n° 2 : «lasuite (U ), < y €St minorée par 0,5. »
e Conjecture n° 3 : «lasuite (U ),y CONVerge vers 1. »

c. On admet que la suite (U, ), < i €St convergente vers une limite |

strictement positive. Montrer que In (1 + %) =1

d. Montrer que | = a..
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EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats

Une grande entreprise dispose d’un vaste réseau informatique. On observe
le temps de fonctionnement normal séparant deux pannes informatiques. Ce
temps sera appelé « temps de fonctionnement ». Soit X la variable aléatoire
égale au temps de fonctionnement, exprimé en heures.

On admet que X suit une loi exponentielle de parameétre A. Le paramétre A
est un réel strictement positif.

t
On rappelle que, pour tout réel t >0, P(X<t)= I re Mrdx.
0

1. On sait que la probabilité que le temps de fonctionnement soit
inférieur a 7 heures est égale a 0,6.

Montrer qu’une valeur approchée de A & 10 3 prés est 0,131.

Dans les questions suivantes, on prendra 0,131 pour valeur approchée
de A et les résultats seront donnés a 102 prés.

2. Montrer qu’une valeur approchée de la probabilité que le temps de
fonctionnement soit supérieur a 5 heures est égale a 0,52.
3. Calculer la probabilité que le temps de fonctionnement soit supérieur

a 9 heures sachant qu’il n’y a pas eu de panne au cours des quatre premieres
heures.

4. Calculer la probabilité que le temps de fonctionnement soit compris
entre 6 et 10 heures.
5. On reléve aléatoirement huit temps de fonctionnement, qu’on

suppose indépendants.
Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de relevés correspondant a des
temps de fonctionnement supérieurs ou égaux a 5 heures.

a. Quelle est la loi suivie par Y ?

b. Calculer la probabilité que trois temps parmi ces huit soient
supérieurs ou égaux a 5 heures

c. Calculer I’espérance mathématique de Y (on arrondira & 1’entier le

plus proche).
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EXERCICE 4 5 points Candidats n’ayant pas choisi
I’enseignement de spécialité

L’espace est rapporté a un repére orthonormal (O ;i , j , k).

On considere les points : A(0;0;2),B(0;4;0)etC(2;0;0).

1.a. Vérifier qu’une équation du plan (ABC)est:2x+y+2z=4.

b. Calculer la distance du point O au plan (ABC).

2.a. Déterminer une équation du plan P passant par A et orthogonal a la
droite (BC).

b. Soit A la droite intersection du plan P et du plan (ABC). Déterminer
une représentation paramétrique de la droite A.

Quel rble joue cette droite dans le triangle ABC?

3.a. Soit A’ la médiane issue de B du triangle ABC.

Montrer qu’une équation paramétrique de A’ dans le triangle ABC est :

x=t

y=4-4tteR.

z=t
b. Montrer que le triangle ABC est un triangle isocéle.
4. Soit H le point d’intersection des droites A et A’. Montrer que le
point H a pour coordonnées 8 ; 4 ; §) :

999
Que représente le point H pour le triangle ABC ?
5. Montrer que le point H est le projeté orthogonal du point O sur le
plan (ABC).

Retrouver alors la distance du point O au plan (ABC).
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EXERCICE 4 5 points Candidats ayant choisi I’enseignement
de spécialité

L’espace est rapporté a un repére orthonormal (O ;i , j , k).

On considére la surface S d’équation : x? +y?—z% =4,

1.a. Montrer que si le point M (x ; y ; z) appartient & S alors le point
M'(—x;—y;—2) appartient aussi a S.

Que peut-on en déduire ?

b. Montrer que la surface S est symétrique par rapport au plan (xQy).
On admet de méme que la surface S est symétrique par rapport aux plans
(xOz) et (yOz).

2.a. Déterminer la nature géométrique de la section de la surface S par le
plan (xOy). Préciser ses éléments caractéristiques.

b. Soit k un réel non nul.

Déterminer la nature géométrique de la section de la surface S par le plan
d’équation z = k. Préciser ses éléments caractéristiques.

3. Déterminer la nature géométrique de la section de la surface S par le
plan d’équationy = 2.

4. Onconsidére les points A (22 ;0;2)etB (0;22 ;-2).

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).
b. La droite (AB) est-elle contenue dans la surface S ?
5. Identifier parmi les trois figures proposées en annexe 2 celle qui

représente la surface S.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la figure et justifiera la
réponse.

6. Soit H la section de la surface S par le plan P d’équation y = 5.

a. Montrer qu’un point M (X ; y ; z) appartient & H si et seulement si
(x—=2)(x+z)=—21ety=5.

b. En déduire les coordonnées des points de H dont les coordonnées

sont des entiers relatifs.

Figure 1 Figure 2
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CORRECTION
EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats
Partie A : Restitution organisée de connaissances

z z .
(_'j x 7’ =z donc arg [—j +arg(z’) = arg(z) a 2 & prés

z z

. z .
soit arg (—j =arg(z) —arg(z’) a 2 & prés.

z
La propriété « pour tout z non nul, arg [lj = —arg(z) » ne figure pas dans
z

les pré-requis. Avant de 1’utiliser, il faut la prouver.

Partie B
1. 22-271+42=0@-1)’+1=0(z-1)%=-1
<z-1=iouz-1l=—i<z=1-iouz=1+i
2.
- A
1 ID 1 1 1 1
(@]
-
- C
C"
"

3. DA=|l+i-3|=|-2+i [2°+1° =5
DB=|1-i-3|=|-2-i|= 2?+1? =[5
DC=[2-2i-3|=|-1-2i|= /22 +1° =[5

donc DA=DB=DC = ﬁ donc les trois points A, B et C appartiennent &

un méme cercle de centre D de rayon «} 5.

A zc—3_2—2i—3_—1—2i_i

' z,-3 1+i-3 -2+i '
c—3 z.-3 .

donc =1letarg zargi+2kmn(k e Z)
Z,-3 z,-3

donc 2 —1 et (DA;DC)="4+2kn(k e Z).
DA 2
Le triangle DAC est rectangle isocele en D.
5. L’homothétie h de centre D et de rapport 2 a pour écriture complexe :

7’—3=2(z-3)doncsic’ est I’affixe de C”:
cC-3=2@2-2i-3)=c=2(-1-2i)+3<=c=1-4i

La rotation r de centre D et d’angle g a pour écriture complexe :
7-3=¢'2(z-3)s0itz’~3=i(z—3)
sic"estl’affixedeC":c"-3=i(c’-3)<=c"-3=i(1-4i-3)

sSc'-3=i(-2-4i)ec"=-2i+4+3<c"=7-2i
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AC a pour affixe c —a =1- 3 idonc a pour coordonnées (1 ; —3) ;

C'C" apour affixe¢c" —-¢c’=7-2i- 1+4 i=6+2idonc a pour
coordonnées (6 ; 2)

AC.C'C" =1 x 6+ (- 3) x 2 =0 donc les vecteurs AC et C'C" sont
orthogonaux, les droites (AC) et (C’C") sont perpendiculaires.

Non demandé :

> = h(C) donc les point C, D, C’ sont alignés, le triangle DAC étant
rectangle en D, (CC’) est perpendiculaire a (AD)
C" = r(C) donc les droites (CD) et (C" D) sont perpendiculaires donc le
triangle DAC étant rectangle en D, (CD) est perpendiculaire a (AD) donc les
droites (AD) et (C" D) sont paralléles, elles ont un point commun D donc
sont confondues les points A, D, C" sont alignés donc (AC") est
perpendiculaire a (CC”) donc (CC”) est la hauteur issue de C’ du triangle A
c'cm
C est le point d’intersection de deux hauteurs (CC’) et (AC) du triangle A C’
C" donc est I’orthocentre de ce triangle.
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EXERCICE 2 5 points Commun a tous les candidats

l.a. lim 1:+oo et lim Inx=+odonc lim In(1+£) =+ooet
x—>0" X X >+ X—>0* X
lim f(x) =+ 0.
x—0*
.1 . . 1
lim ==0c¢et limInx=In1=0donc lim In| 1+= | =0
X—>+o X Xx—> 1 X—>+© X
lim f(x) =- .
X =+
P u'. . 1 1
b. La dérivée de In u est m iciux)=1+ X donc u’(x) = 2 donc
1
U _xz_ -1
u(x) 7.1 x(x+1)
X
-1 -1
f’X)= ————— —1;x>0donc —————<0or—1<0donclasomme
X(x+1) X(x+1)

de deux nombres strictement négatif étant un nombre strictement négatif,
f’(x) <0, lafonction f est strictement décroissante sur ] 0 ; + oo [.

C. La fonction f est définie continue strictement décroissante sur
10;+00[[f(JO;+w[=]-0;+0[;0e]—o;+o][;doncilexiste un
unique réel o appartenanta] 0 ; + oo [ tel que f (o) = 0.

X 0 0,806 o 0,807 + 00

re 08D een
{0 , g

f (0,806) ~ 0,0008 et f (0,807) =~ - 0,0009 donc 0,806 < o < 0,807
2.a.

N |
1 I :
L N I
| | |
! I ! I
| |
0.8 : | | |
‘ I SN I
| 7
‘ I A N I
! ! ! I
0.6 1 | | | | |
| 1
T
| T ! I I
| - ' I I
0.41 | | : ! I |
| T ! I |
| ! ! I
| : ! ! : I
\ ' ! I
0.2 ‘ Lo | : |
| | ! ! I |
| P! ! I I
\ - ! I I
0 . . . . A e ! . VY . . . A i
A 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16
Ugp Uz Ug Uy Ug
b. Conjecture n° 1 : « la suite (U, ), < 5 €St monotone. » FAUX Uy <uy
etu,;<u,.

Conjecture n° 2 : « la suite (U, ) < €St minorée par 0,5. » VRAI sur les

premiers termes : 0,5 < u,
Conjecture n°® 3 : « la suite (U, ) n <y COnverge vers 1. » FAUX sur les

premiers termes, (U, ) converge vers 1’abscisse du point d’intersection de la
courbe de g et de la droite y = x et cette abscisse est voisine de 0,8.
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c. La suite (U, ) » <y €st convergente vers une limite | strictement

positive, u, .1 = g(u, ) et la fonction g est continue sur ] 0 ; + o [ donc la
limite | de la suite (u, ) est solution de I’équation g(x) = x

donc In(l+%j=l .

d. Sur] 0 ; + oo [I’équation g(x) = x est équivalente a f (x) = 0 or cette
équation admet une unique solution o donc | = o

EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats

t
Pour tout réel t > 0, P(Xst):J‘ re Mdx=1-e M

0

PX>t)=1-P(X<t)= e *

1. La probabilité que le temps de fonctionnement soit inférieur a 7
heures est égale 40,6 donc1— e~ "* =0,6
e =04 -71=IN04 1= — In70, 4 donc une valeur approchée de

2410 ®présest 0,131.

2. la probabilité que le temps de fonctionnement soit supérieur a 5
heures est égale & e °* =e *®**donc 0,52 4 10 2 prés.

3. X suit une loi a durée de vie sans vieillissement donc le temps de
fonctionnement soit supérieur a 9 heures sachant qu’il n’y a pas eu de panne
au cours des 4 premiéres heures a la méme probabilité que 1’événement : « il
n’y a pas eu de panne au cours des 5 premiéres heures »

donc P x4 (X29) =P(X25)=0,52.

4. P(6<X<10)=P(X <10) - P(X <6)
P <X<10)=1—g 10¥0181 (] _o-6x018Ly - g-6x0131_ o-10x0131
P(6 < X <10) =0,19

5.a. On a une succession de 8 expeériences aléatoires identiques et
indépendantes, chacune d’elles a deux issues :
e réussite : le temps de fonctionnement est supérieur ou égal a 5 heures

(p=0,52)
e échec: le temps de fonctionnement est inférieur ou égal & 5 heures
(g=1-p=0,48)

donc la variable aléatoire égale au nombre de relevés correspondant a des
temps de fonctionnement supérieurs ou égaux a 5 heures suit une loi
binomiale de parameétres (8 ; 0,52).

b. La probabilité que trois temps parmi ces huit soient supérieurs ou

8
égaux a 5 heures est p(Y = 3) = (3} x0,52°x0,48°~0,20

C. L’espérance mathématique de Y est égale a n p donc 8 x 0,52 = 4,16
donc 4 arrondi a I’entier le plus proche.
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EXERCICE 4 5 points Candidats n’ayant pas choisi
I’enseignement de spécialité

1.a. AB a pour coordonnées (0; 4; — 2) et AC a pour coordonnées
(2;0;—2), ces vecteurs sont non colinéaires donc forment un plan.

Soit le plan Q d’équation 2 x +y + 2z = 4,

2x0+0+2x2=4doncA e€Q

2x0+4+2x0=4doncBeQ

2x2+0+2x0=4doncC e Qdonc (ABC)=0Q

Une équation du plan (ABC)est:2x+y+2z=4

b go12x0+0+2x0-4| 4

J22+124+27 3

2.a. BC apour coordonnées (2 ; — 4 ; 0) donc P est I’ensemble des points
M tels que AM.BC =0 soit2x—-4y=0

Une équation du plan P passant par A et orthogonal & la droite (BC) est :
x-2y=0.

b. Tout point M de A droite intersection du plan P et du plan (ABC) a
i L x—2y=0
des coordonnées qui vérifient
2X+y+2z=4

x-=2y=0 X=2y X=2Yy
& &
2X+y+2z=4 2x2y+y+2z=4 5y+2z=4

X=2y
And 5
1=2-—
5 y
X=41
Une représentation paramétrique de la droite Aest § y=2t
z=2-5t

A € P et A € (ABC) donc le point A appartient a A, de plus le plan P
passant par A et orthogonal a la droite (BC) donc A étant une droite de P est
orthogonale & (BC)

A est donc la droite passant par A et perpendiculaire a (BC) donc est la
hauteur issue de A du triangle ABC.

3.a. Le milieu 1 de [AC] est le point de coordonnées
X+ X + Z,+12
( A2 C;yAzyc; A2 < ] soit (1; 0; 1). A’ la médiane issue de B

du triangle ABC est la droite passant par B de vecteur directeur Bl de
coordonnées (1; — 4; 1), c’est donc I’ensemble des points M de 1’espace
tels que BM =t Bl donc une équation paramétrique de A’ dans le triangle
x=t
ABCest: § y=4-4t, teR.
z=t
b. AB a pour coordonnées (0 ; 4 ; — 2) donc AB? =42+ 22 =20
BC a pour coordonnées (2 ; — 4 ; 0), donc BC?=22+42=20
AB = BC donc le triangle ABC est un triangle isocéle en B.

4, H eA et H e A’ donc ses coordonnées vérifient :
x=t
x—2y=0
y=4-4t,teRet
St 2X+y+2z=4
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Xx=t X=t

t—-24-4t)=0
y=4-4t < y=4-4tet9t-8=0
2t+4-4t+2t=4
z=t z=t
g |7 8 4.8
&tz — et y=4—4t©lepointHapourcoordonnées(—;—;—.
9 St 999

H appartient a A’ médiane issue de B du triangle ABC or ce triangle est
isocéle en B donc H appartient a la hauteur issue de B du triangle ABC.

H appartient a A hauteur issue de A du triangle ABC donc H est le point
d’intersection de deux hauteurs du triangle ABC donc est 1’orthocentre de ce
triangle.

5. OH.AB = gxo+gx4+ g><(—2)=0 donc (OH) est
perpendiculaire & (AB)
@.ﬁ::gx2+gx(—4)+gx0:0 donc (OH) est perpendiculaire a

(BC)

(OH) est orthogonale a deux droites sécantes (AB) et (BC) du plan (ABC)
donc est orthogonale a ce plan. H est un point du plan (ABC) donc le point
H est le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).

La distance du point O au plan (ABC) est OH

2 2 2
9 9 9 9 9 3
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EXERCICE 4 5 points Candidats ayant choisi I’enseignement
de spécialité

1.a. SilepointM (x:y;z)appartienta Salorsx?+y?—z2=4

donc (- x)? + (~y) 2= (~2)* = 4 donc le point M *(- x ; —y ; — z) appartient
aussi a S.

M et M’ sont symétriques par rapport & O donc la surface S est symétrique
par rapport a O.

b.  SilepointM(x;y;z) appartienta Salors x> +y®—z2=4

donc x? +y?— (-~ z)? =4 donc le point M *( x ; y ; — ) appartient aussi a S.
M et M’ sont symétriques par rapport au plan (xOy) donc la surface S est
symeétrique par rapport a au plan (xOy).

2.a. Soit M un point appartenant a la section de la surface S par le plan
(xOy) alorsz=0etx?+y’—z%=4.

donc tout point M appartenant a la section de la surface S par le plan (xOy) a
des coordonnées qui vérifient : x2 +y?=4etz=0< OM?=4etz=0

<& OM=2etz=0.

La section de la surface S par le plan (xOy) est donc le cercle de centre O de
rayon 2 du plan (xOy) .

2 22 _
b. M(x;y;z)eSmPk<:>{X Ty -z=4
z=Kk
x?+y?=k?’+4
z=Kk
M a des coordonnées (x ; y ; k) donc x* +y?=k? + 4
S X-0)2+(y-0)2+(Kk-K?*=4+k?
SoitQk(O;O;k)alorstM2:4+k2doankM:a/4+k2.
La section de la surface S par le plan d’équation z = k est le cercle de ce plan

de centre Q de rayon ‘/ 4+k?.

3. M appartient a la surface S et au plan d’équation y = 2 donc a des
coordonnées (x ; 2 ; z) qui Vérifientx? +y2—z2=4

x2422_-72=4 xt=12z"2 X=12 X=—12
= = = ou
y=2 y=2 y=2 y=2

La section de la surface S par le plan d’équation y = 2 est la réunion de
droites de ce plan d’équation respective x =zetx = -z,

4.a. AB apour coordonnées (-2 \[2 ;22 ;—4) donc est colinéaire &

u(d;-1; ﬁ).

X=242+t
La droite (AB) a pour représentation paramétrique < y=—t
=2+, 2t

b. Soit M un point quelconque de (AB)
Il existe un réel t tel que M a pour coordonnées (2 \/7 +t;-t;2+ ﬁt).

x2+y?-z?=J2 +t)2+ (- 1)2-(2+ J21)?
x2+y?-z?=8+4 2 t+t?+t?-(4+4 J2t+2t%)=4
La droite (AB) est contenue dans la surface S.

5. la surface S est symétrique par rapport a O donc la figure 3 ne

convient pas.

La section de la surface S par le plan (xOy) est donc le cercle de centre O de

rayon 2 du plan (xOy) donc la figure 1 ne convient pas. (le cercle est ici

réduit & un point)

La seule figure possible est la 2 : hyperboloide de révolution.
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6. Soit H la section de la surface S par le plan P d’équationy = 5.
a. M appartient a la surface S et au plan d’équation y = 5 donc a des
coordonnées (x ; 5 ; z) qui Vérifientx? +y2—z2=4
x?+5%-2%=4 x?-z2=-21
= =
y=>5 y=5
S (X—7)(x+z)=—21lety=5.
Un point M (x ; y ; z) appartient a H si et seulement si (x —2z) (x +z) =— 21
ety=5.

b. x et z sont des entiers relatifs donc x — z et x + z également,
Xx+zdivise2ldoncx+ze {-21;-7;-3;-1;1,;3;7;21}
enremarquantque2x=(x+2z)+(x—-z)etque2z=(xX+2)—(X—2)

X+z | =21 | -7 -3 -1 1 3 7 21
Xx—-z | -1 -3 -7 | -21] 21 7 3 1
2x | -22 | -10 | -10 | -22 | 22 10 10 22
2z | -20 | -4 4 20 | 20| -4 4 20
X -11 | -5 -5 |-11 ] 11 5 5 11
z -10 | -2 2 10 | 10| -2 2 10

Les coordonnées des points sont (- 11;5;-10) (11;5;-10) (11;5; 10)
(-11;5;10)(-5;5;-2)(-5;5:2)(5:5;-2)(5:5;2).
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