3u,
1+2u,’

On considere la suite (u,) définie par ugy = > et telle que pour tout entier naturel n, U, .1 =

1. a Calculeruj etu,.
b. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, 0 < u,.
2. On admet que, pour tout entier naturel n,u, <1.
a Démontrer que la suite (u,) est croissante.
b. Démontrer que la suite (u,) converge.
3. Soit (v,,) la suite définie, pour tout entier naturel n, parv,= —"
a. Montrer que la suite (v ,) est une suite géométrique de raison 3.
b. Exprimer pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.
c. En déduire que, pour tout entier naturel n, u, = %
+
Déterminer la limite de la suite (u,).
CORRECTION

1 a ulzgetuzzg

4 10
b. Montrons par récurrence, que pour tout entier naturel n, 0 <u,.

Ug= % donc uy > 0, la propriété est vérifiée pour n=0

Montrons que pour tout nde N, siu,>0alorsu,.;>0

n

1+2u,
La propriété est héréditaire donc pour tout entier n, u, > 0.

3u 2(1-u
2.a Up+1—Up= n —Un:Un[ 3 _1J:unxu

Ups1 = or u, > 0donc uy,.; >0 (somme et quotient de termes positifs).

1+2u, 1+2u, 1+2u,
u . .
un>0donc1 2” >0etup<ldonc2(1-u,)>0doncuy,+;—u,>0donclasuite (u,) est croissante.
+2u,
b. La suite (uy) est croissante, majorée par 1 donc la suite (u,) converge.
H H AFTAT H un un+
3. a Soit (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = o Vi+1= #
—u, Y
3u, 1-u, 3u, 1+2u, u,
l-Ups=1- = doncvy+1= X =3
1+2u, 1+2u, 1+2u, 1-u, 1-u,
Vn+1 =3V, donc la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3.
u . .
b. Vo= ¢ =1 donc pour tout entier naturel n, v, en fonction de n, v, =3"v,=3".

0

n n

v .
c. vn:1 <:>vn(1—un):un<:>un(1+vn):vn<:>un:1 , (pour tout entier naturel n, v, >0donc 1+ v,+#0)or
-u, +V,
v, = 3" donc pour tout entier naturel n, u, = f—
3"+1
3" 1 o . 1 .
Up = — =1- or lim 3"=+odonc lim —— =0donc lim u,=1
3"+1 3"+1 no+o no+e 30 41 no+o



