et soit C la courbe représentative de la fonction f dans un

Soit f la fonction définie sur I’intervalle ] 0 ; + oo [ par f (x) = w
X

repere du plan. La courbe C est donnée ci-dessous :

\\

. 0 1 2

)
1.a.  Etudier la limite de f en 0.
b. Que vaut lim Inx ? En déduire la limite de la fonction f en + o,

X—>+ 0 X
C. En déduire les asymptotes éventuelles a la courbe C.
2.a.  Onnotef’lafonction dérivée de la fonction f sur I’intervalle ] 0 ; + oo [.
, , - -1-2Inx

Démontrer que, pour tout réel x appartenant a I’intervalle ] 0; + oo [, f '(X) = ———.
b. Résoudre sur I’intervalle ] 0 ; + oo [ I’inéquation — 1 — 2 In(x) > 0.
En déduire le signe de f '(x) sur I’intervalle ] 0 ; + oo [.
C. Dresser le tableau des variations de la fonction f .
3. a Démontrer que la courbe C a un unique point d’intersection avec I’axe des abscisses, dont on précisera les coordonnées.
b. En déduire le signe de f (x) sur I’intervalle ] 0 ; + oo [.
4, Pour tout entier n > 1, on note |, I’aire, exprimée en unités d’aires, du domaine délimité par I’axe des abscisses, la courbe C

. N . 1
et les droites d’équations respectives x = = etx=n.
e

a. Démontrer que 0 <1, <e— %
. e . -2-1 N . .
On admet que la fonction F, définie sur I’intervalle ] 0 ; + oo [ par F(x) = —nx, est une primitive de la fonction f sur I’intervalle
X
10+
b. Calculer I, en fonction de n.
c. Etudier la limite de I, en + 0. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

CORRECTION

1l a f(x):iz(1+lnx)or lim iz:+ooet lim 1+Inx=-owdonc lim f(X) =—o
X x—>0" X Xx—>0"

x—>0"
b. lim Inx =0doncf(x) = iz+lx|n—x, lim l:Oet lim iz =0donc lim f(x)=0
X—=>+o X X X X X=>+0o ¥ X=>+0o ¥ X —+ 0
c. Iin01+ f(x) =—o et lim f(x) = 0 donc la courbe C admet pour asymptote la droite d’équation x = 0 et en + oo, la droite
d’équation y = 0.
. 1
lu)=1+Inx u'(xX)== . L. .

2.a. Soit x . Les fonctions u et v sont dérivables sur ] 0; + oo [ donc f est dérivable sur ] 0 ; + oo [ et

v(X)=x2 v'(X)=2x

1xx2—2x(1+ln X)
donc f’(x) = X .
X

fr(x) = X_ZX(?I” X) = X(_l_f In x) donc pour tout réel x appartenant a I’intervalle ] 0 ; + oo [, f'(X) = _1_—23"”(

X X X
b. Sur]O;+oo[:—1—2In(x)>0<:>—1>2Inx<:>|nx<—%<:>0<x<e’°'5.

f'(x) >0 sur 'intervalle ] 0; e ** [etf’(x) >0sur[e *°; + o [.



C. Ine®=-05doncl+Ine ®=05et(e"®)?=e *doncf(e %)=

N | @

X 0 e 0 + ©
f’(x) +

0
f —oo/ % \ 0

3.a f(X)=0ox>0etl+Inx=0<=x>0etlnx=-1<x=e" 1

la courbe C a un unique point d’intersection avec I’axe des abscisses, de coordonnées (e~ *; 0)
b. f est strictement décroissante sur [ e~ *

c+oo[et lim f(x)=0doncf(x)>0sur[e ';+ow[

f est strictement croissante ] 0; e ®*[etf(e*) =0 donc:
sur]O;e '[f(x)<0

fe"')=0
surle™t;+ o[, f(x)>0
4. Pour tout entier n > 1, on note I, I’aire, exprimée en unités d’aires, du domaine délimité par I’axe des abscisses, la courbe C

. N . 1
et les droites d’équations respectives x = = et x=n.
e

a. I , est I’aire du domaine délimité par I’axe des abscisses, la courbe C et les droites d’équations respectives x = = et x =2
e
(aire hachurée). Cette aire est inférieure a celle du rectangle bleu.

) . X 1 . 1
La longueur de ce rectangle est 2 1 , sa largeur est égale au maximum de f donc a % doncl, < %x ( 2-= J soitl,<e- >
e e

. . 1
Une aire est positive donc0<1,<e— >

--s--
2
1
0
0 1 1 2 3
e
b. La fonction f est positive surJe™*; + o [, donc I, = J. f(x)dx
et
-1
= F() - Fe )= —2 100 —2-Ine
n e
-1
2 I_rlle _ -2 _(1 1)=_e donc 1, = 2 Inn+
e e n
c. lim Inx =0donc lim Inn =0, lim _—2=0 donc lim I,=¢e
X—+ 0 X n—+ow n N>+ N n—+ow

L’aire comprise entre la courbe, I’axe des abscisses et la droite d’équation x = = est égale a e.
e



