Sommaire

20 5 PRSP 3
Ameérique du Nord mai 2011.........cceeeiiiiiiiiieee e 3
Antilles Guyane juin 2011 .........uuuiiiiiiiieeeeeee et 4
ASIE JUIN 2001 ...ttt e e e e e e e e e e 5
Centres étrangers Juin 2011 ........c..vuvimmmmmeiiiee e eeiieee e 6
MEtropole JUIN 2011 .....uevviiiiiiiiieiee e ceeeeeeteeee e e e e 7.
Polynésie juin 2011 ........ccooiiiiiiiicerree e 8.
Pondichéry avril 2011 ........cccuuvviieiees e e ereeeee e e e e e e s e e e e e snnnnnns Q..

2000 i ——————— ettt e e bt e e e e b e e e e e nrres 10
Ameérique du NOrd juin 2010 .......cceeeeeee s e eeeeeeeeee e e e s e e s ssessnnennnes 10
Liban juin 2010 ....uuueeeeeiiieeeeeee e 11
POIYNESIe JUIN 2010 .......cuuiiiieeiiiiiiescceree e e e e e e e e s e e e eeeeaeeees 12
Pondich@ry avril 2010 .........cooiuviiieee s eeeeeeeiirer e e e e enerer e e e e e enereeas 13

2009 L.t ——————— 111ttt e e e et rr e e e e anrraaaeeannrrees 14
Antilles-Guyane juin 2009 ..........coiiiiiiiiieeeeiieieie e 14
ASIE JUIN 2009 ...ttt e e e e e e e e e e e 15
Centres étrangers juin 2009............uuviiiieiierieeee e 16
La REUNION JUIN 2009 ..........uuuuiiriieeees e sseeeeeeeeeaaeaeasaassssesssnnnsnnnnnes 17
Liban juin 2009 .......cveeeiiiiiieeee e 18
Métropole juin 2009..........cooiiiiiieeeeee e 91
Métropole & La Réunion septembre 2009.......ccccceeviiiiiinvrevrnnnnnennnn. 20
Nouvelle-Calédonie novembre 2009...........ucceeeeeeeiiiiiieiie e, 21

2008 ...t ——————— 1t — it a e e e a bt it e e e e atrraaaeeannrrees 22
Amérique du Nord mai 2008.............cooiuriereeeiiiiiiiiee e eriier e 22
Antilles-Guyane septembre 2008 ............uuccaaaiiiiiiiiiiiieee e 23
Antilles-Guyane juin 2008 ..........coueiiiiiiceeeeiiieiee e 24
ASIE JUIN 2008 ...ttt e e e e e e e e e e e e 25
La REUNION JUIN 2008.......cccciiiiiiiieee s eeeeeseisireneesssnnnrreeeesesnssees 27
Liban juin 2008 ........cveiiiiiiieeie e 27
Métropole & La Réunion septembre 2008.......cccccevivviiinvinvivnnnnennn. 29
Nouvelle-Calédonie mars 2008...............ceecceviviieeeee e 30
Polynésie juin 2008...........ccooiiiiiiicerree e 31

2007 e —————— 1ttt e e e e e e e e e b e e e e e e nrres 32
Liban juin 2007 .....vveeeeeieieeeeeeeeee e 32
Métropole & La Réunion septembre 2007 .......cocceeviviiieeeiiiciiieeeeenns 33
Nouvelle-Calédonie novembre 2007 ...........cceceeeeeeeiiiiiieeeeeseiiieeeeen 34
Nouvelle-Calédonie mMars 2007 ..............veeeccemveevrreeeeesiiiereeeessnenneeeas 35
POIYNESIE JUIN 2007 .......eiiiiiiee i ceeee e et e e eeaeaee s 36

2006 ...ttt ——————— 11—ttt e e e at et e e e e anrraaaaeannrrees 37
Amérique du Sud novembre 2006............ccccceeeeeeeeiee e 37
Centres étrangers juin 2006.............uuieimeeierieeeeeeeee e 38
France septembre 2006 ....................u s eeesnnnnnnnennnneeerreeeeaseeaeaes 39

2005

France septembre 2005
2004 .

2003 L ——— bt e a b bt e e e br e et b e e e e anbeeeaneaean
France métropolitaine juin 2003

2002 . h ettt b e e et be e e e anb e e eaneaean
France métropolitaing juin 2002 ............cccvvireeeiiiiiieeeeeciiee e e 42
Ameérique du Nord Juin 2001 ..........uvvireeicieiieee e 43
Ameérique du Nord Juin 2002 ..........uuviieeiciieeee i eeiree e 44
Amérique du Nord Juin 1999.........coiiiiiieee e 45
Amérique du Sud Novembre 2002............cooeeveeeiieieceeeeeeee e 46
Centres étrangers | JuiN 2001 ..........coecmmmmmeecccnieeniinineeeee e e e eeeaee e e a7
Centres étrangers 1 JuiN 1999 ..........oo i 48

France métropolitaine juin 2001 ..........ccoooeeiiiiiiiiiiiieirre e 49



France métropolitaine juin 2004 ............coceeeciiiiiiiiiiiirrere e 50

France métropolitaine juin 1999 ..........ccooiiviiiiiiiiiiii e 51
France métropolitaine septembre 2002 ......ccceececeviiivecieniiiiieieeeeeen, 52
France métropolitaine septembre 2003 ......cccccceeeieeiiiiiiireeeiiiiiieeen, 53

Pondichéry avril 2002
Pondichéry avril 2001
Pondichéry avril 1999




2011
Amérique du Nord mai 2011
Partie A : Restitution organisée de connaissances
Démontrer le théoréme de Gauss en utilisant lerémée de Bézout.
Partie B
On rappelle la propriété connue sous le nom dé théreme de Fermat :
« Sip est un nombre premier gtun entier naturel premier aves alors
q” =1 (modulop) ».
On consideére la suitei ) définie pour tout entier naturelnon nul par :
u,=2"+3"+6"-1.

1. Calculer les six premiers termes de la suite.

2. Montrer que, pour tout entier naturehon nul,u , est pair.

3. Montrer que, pour tout entier naturepair non nul,u, est divisible
par 4.

On note (E) I'ensemble des nombres premiers qus@t au moins un
terme de la suiteu(,).

Les entiers 2, 3, 5 et 7 appartiennent-ils & 'entde (E) ?

Soitp un nombre premier strictement supérieur a 3.

Montrer que : 6 x 2~ 2= 3 (modulop) et 6 x 3~ 2= 2 (modulop).

En déduire que @,-,= 0 (modulop).

Le nombrep appartient-il a I'ensemble (E) ?

Coe ok



Antilles Guyane juin 2011

1. On considére I'équation (E) : XI—- 7y =5, oux ety sont des entiers
relatifs.

a. Justifier, en énoncant un théoréme, qu'il existecanple d’entiers
relatifs (1 ; v) tels que 111 — 7v = 1. Trouver un tel couple.

b. En déduire une solution particuliere de I'équaiigh

C. Résoudre I'équation (E).

d. Dans le plan rapporté & un repére orthonorn@:;i(,j), on

considére la droit® d’équation cartésienne Xt~ 7y -5 =0.

On note C I'ensemble des poiris(x ; y) du plan tels que<Ox < 50 et
0<y<50.

Déterminer le nombre de points de la dr@itappartenant a I'ensemble C et
dont les coordonnées sont des nombres entiers.

2. On considére I'équation (F) : M? -7 y? = 5, oux ety sont des
entiers relatifs.

a. Démontrer que si le couplex (; y) est solution de (F), alors
x?=2y?(mod 5).

b. Soientx et y des entiers relatifs. Recopier et compléter lesxdeu
tableaux suivants :

Modulo 5,x est congru a 0 1 2 3 4
Modulo 5,x° est congru a

Modulo 5,y est congru a 0 1 2 3 4
Modulo 5, 2y? est congru 3

Quelles sont les valeurs possibles du reste digikiah euclidienne de? et
de 2y?par 5 ?

C. En déduire que si le couple;(y) est solution de (F), alossety sont
des multiples de 5.

3. Démontrer que st ety sont des multiples de 5, alors le coupley)
n’est pas solution de (F). Que peut-on en dédute péquation (F) ?



Asie Juin 2011

Partie A : Restitution organisée de connaissances

1. Pré-requis : tout nombre entierstrictement supérieur a 1 admet au
moins un diviseur premier.

Démontrer que tout nombre entiestrictement supérieur a 1 est premier ou
peut se décomposer en produit de facteurs preifiarae demande pas de
démontrer l'unicité de cette décomposition).

2. Donner la décomposition en produit de facteurs rete 629.
Partie B

Dans un repére orthonormaD( i I K ), on considere les surfacEsetC
d’équations respectives:: z=x yetC: x?+z?=1.

1. Donner la nature de la surfaceé et déterminer ses éléments
caractéristiques.

2. Points d'intersection a coordonnées entieres sisurfaced” etC

a. Démontrer que les coordonnégs ¥ ; z) des points d’intersection de
I et deC sont telles quex? (1 + y?) = 1.

b. En déduire que et C ont deux points d'intersection dont les
coordonnées sont des nombres entiers relatifs.

3. Points d’intersection & coordonnées entieres dleet d’'un plan

Pour tout nombre entier naturel non mjlon désigne paP, le plan
d’équationz=n* + 4.

a. Déterminer I'ensemble des points d’intersectiondet du planP ;
dont les coordonnées sont des nombres entierggelat

Pour la suite de I'exercice, on suppose 2.

b.  Vérifierque: 6°—2n+2) (?+2n+2)=n*+4

C. Démontrer que, quel que soit le nombre entier ratue 2, n* + 4
n'est pas premier.
d. En déduire que le nombre de points d’intersectioh @t du plarP ,

dont les coordonnées sont des nombres entierifgedat supérieur ou égal
as.

e. Déterminer les points d'intersection dleet du planPs dont les
coordonnées sont des nombres entiers relatifs.



Centres étrangers Juin 2011
Les cing questions sont indépendantes.
Pour chaque question une affirmation est propobe&hquer si elle est vraie
ou fausse, en justifiant la réponse. Une réponse jostifiée ne sera pas
prise en compte. Toute justification compléte sedarisée.
Question 1
On considere I'équation (E) »2+ 11y = 7, oux ety sont des entiers
relatifs.
Affirmation: Les seuls couples solutions de (E) sont les esupl

(22k-2; -4k + 1),

aveck appartenant a I'ensembfedes entiers relatifs.

Question 2

On considére I'entieR = 112°*2

Affirmation: L'entier N est congru a 4 modulo 7.

Question 3

On considéere, dans le plan complexe, les poinB ét, C d'affixes

respectivesa=1+i,b=3i,c=1- 2,/2+ i( 1—ﬁ)
Affirmation: Le point C est I'image du point B par la simitii directe de
centre A, de rappor{/72 et d'angle —g.

Question 4
On considére, dans le plan complexe, les pointsB\daffixes respectives
ra=l+i;b=2-1
Soitf la similitude d'écriture complexez'= (— 3_4 ij z+ [1—2+ —6|j .

5 5 5 5
Affirmation: La transformatiori est la réflexion d’axe (AB).
Question 5

L'espace est muni d’'un repére orthonormal (O] ,IZ). On consideére la

surface S dont une équation est:4 x y.
Affirmation: La section de la surface S par le plan d’éguoatie 0 est la
réunion de deux droites orthogonales.



Métropole Juin 2011

PARTIE A - Restitution organisée de connaissances

On rappelle ci-dessous le théoréme de BEZOUT tigleréme de GAUSS.
Théoréme de BEZOUT :

Deux entiers relatifa et b sont premiers entre eux si et seulement si, il
existe un coupleu(; v) d’entiers relatifs vérifiana u+ b v=1.

Théoréme de GAUSS :

Soienta, b, ¢ des entiers relatifs.

Siadivise le produib cet sia etb sont premiers entre eux, al@slivisec.

1. En utilisant le théoréme de BEZOUT, démontrer léotéme de
GAUSS.

2. Soientp et g deux entiers naturels tels gpet g sont premiers entre
eux.

Déduire du théoréme de GAUSS quea &ist un entier relatif, tel que= 0
[p] eta=0 [q], alorsa= 0 [pq].

PARTIE B

On se propose de déterminer I'ensemble S des emékatifsn vérifiant le
n=9 [17]

n=3 [5]

1. Recherche d'un élément de S .

On désigne pau(; v) un couple d’entiers relatifs tel que @# 5v=1.

a. Justifier I'existence d’un tel couple (V).

b. On poseng=3 x 17u+ 9 x 5v.

Démontrer que , appartienta S .

systeme :{

C. Donner un exemple d’entierp appartenanta S .

2. Caractérisation des éléments de S .

a. Soitn un entier relatif appartenanta S .

Démontrer que — ny = 0 [85].

b. En déduire qu'un entier relatif appartient a S si et seulement si il

peut s'écrire sous la formme= 43 + 85k ou k est un entier relatif.
3. Application

Zoé sait qu’elle a entre 300 et 400 jetons.

Si elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reéste

Si elle fait des tas de 5 jetons, il lui en reste 3

Combien a-t-elle de jetons ?



Polynésie juin 2011
On rappelle la propriété, connue sous le nom dethébréme de Fermat :
Si p est un nombre premier atest un entier naturel non divisible gar
alorsa®~*=1 (modulop).
On considére la suitei ) d’entiers naturels définie paup = let, pour tout
entier natureh ,u,,1=10u, +21.

1. Calculeruq, u, etus.

2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entierrabiy
3u,=10""1-7.

b. En déduire, pour tout entier naturel'écriture décimale da,,.

3. Montrer queu, est un nombre premier.

On se propose maintenant d’étudier la divisibitigs termes de la suite
(u,) par certains nombres premiers.

4, Démontrer que, pour tout entier natuneli , n'est ni par 2, ni par 3,
ni par 5.

5.a. Démontrer que, pour tout entier natureBu,=4 — (- 1f
(modulo11l).

b. En déduire que, pour tout entier natuneli, n'est pas divisible par
11.

6.a. Démontrer I'égalité : 16 = 1(modulo17).

b. En déduire que, pour tout entier natlgal ¢+ g €St divisible par 17.



Pondichéry avril 2011
Partie A

On considére, dans un repére (TOT,IZ) de l'espace, la surface S
d’équation z= (x —y) 2

1. On note F l'intersection de S avec le plan B'équationz = 0.
Déterminer la nature de E
2. On note E l'intersection de S avec le plan, B'équationx = 1.

Déterminer la nature de,E

Partie B
On considere, dans un repef® ;T,T,IZ) de l'espace, la surface S’
d’équation z=xy.

1. On note & l'intersection de S’ avec le plan'équationz = 0.
Déterminer la nature desE
2. On note E l'intersection de S’ avec le plans®@’'équationz = 1.

Déterminer la nature de,E

Partie C

On note K l'intersection de S et de S'.

Dans cette partie, on souhaite démontrer que lepssot appartenant a £
dont les coordonnées sont des entiers naturels psint O(0 ; 0 ; 0).

On suppose quil existe un point M appartenant a €& dont les
coordonnées, y etz sont des entiers naturels.

1. Montrer que sk = 0, alors le point M est |le point O.
2. On suppose dorénavant que I'enfigrest pas nul.
a.  Montrer que les entieps y etz vérifientx?— 3xy +y?=0.

En déduire qu'il existe alors des entiers natuxekt y' premiers entre eux
tels quexy’— 3X y' +y 2= 0.

b. Montrer quex divisey ¢, puis quex divisey.

C. Etablir quey’ vérifie larelation 1 -3/ +y' 2= 0.

d. Conclure.



2010
Amérique du Nord juin 2010
Partie A
On cherche 'ensemble des couples d'entiers rgldx, y) solutions de
I'équation (E) : 1é&x— 3y =4.
1. Vérifier que le couple (1, 4) est une solution faitere de (E
2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers ralasiblutions di
I'équation (E).
Partie B
Le plan complexe est rapporté a un re orthonormal direct (OG , Y/).
On considére la transformatict du plan, qui a tout poin¥l d’ affixe z,
3im
associe le poi¥!’ d’affixe Z définie parz = \/_2 es z
On définit une suite de pointM ;) de la maniére suivante :
le point Mg a pour affixezg = i et pour tout entier nature) M, 1 =f (M ).
On notez,, I'affixe du pointM ,. Les points My, M 1, M, et M3 sont placé:
sur la figure donnée en anne

1. Déterminer la nature et | éléments caractéristiques de
transformatiorf .

2. On noteg la transformatiorf o fo fo f .

a. Déterminer la nature et les éléments caractérissiqgue e
transformatiorg.

b. En déduire que pour tout entier nat n: OM ;4= 4 OM, et que(

OM, ., OM ,,)=- g +k x 21 otk est un entier relatif.

n+4

C. Compléter la figure en construisant les poin 4, M s et M.
m, 3
—+

. nt
Démontrer que pour tout entier natun : zn=(\/§)n el[2 8 j

Soient deux entiers naturin etp tels quep < n.
Exprimer en fonction dn etp une mesure de@QM ,,OM ).

Démontrer que les points M, et M, sont alignés si et seulemen
n—p est un multiple de

5. Déterminer I'ensemble des entiers natuin tels que le poiniM,
appartienne a la de-droite [Ox). On pourra utiliser la partie A.

oo kW

6

S

Mo

<]

=|

M
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Liban juin 2010

Pour chacune des propositions suivantes, indiqueelle est vraie ou
fausse, et donner une justification de la réporiszsie.

Une réponse non justifiée ne rapporte aucun pdiatitefois, toute trace de
recherche, méme incompléte, ou d'initiative mémea fractueuse, sera
prise en compte dans I'évaluation.

1. On considéere, dans le plan complexe rapporté &pgre

orthonormal direct (Oﬁ , 9), le point A d’affixe 2 — i et B 'image de A par

la rotation de centre O et d’ang%.

On note | le milieu du segment [AB].
Proposition 1 : « La similitude directe de centre A qui transfornem O a
pour écriture complexg = (1 +i)z-1-21i.»

2. On appelle S I'ensemble des coupbesy() d’entiers relatifs
solutions de I'équation 8- 5y = 2.

Proposition 2 : « L'ensemble S est I'ensemble des couplds<3l ; 3k — 1)
ouk est un entier relatif. »

3. Onconsidére I'équation (Ex? +y? = 0 modulo 3, oux; y) est un
couple d’entiers relatifs.

Proposition 3 : « Il existe des couplex (y) d’entiers relatifs solutions de
(E) qui ne sont pas des couples de multiples de 3.

4, Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 3.
Proposition 4 : « Pour tout entier naturkl(2 < k < n), le nombren ! + k
n'est pas un nombre premier. »

5. On considére I'équation (E x*— 52x + 480 = 0, olx est un entier
naturel.

Proposition 5 : « Il existe deux entiers naturels non nuls dom®CD et le
PPCM sont solutions de I'équation’(&



Polynésie juin 2010
Les parties A et B sont indépendantes

Partie A

On considere I'équation (E) :X— 6y = 1 oux ety sont des entiers naturels.
1. Donner une solution particuliére de I'équation (E)

2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers natuselutions de
I'équation (E).

Partie B

Dans cette partie, on se propose de déterminegoiggles §, m) d’entiers
naturels non nuls vérifiant la relation®73x 2™ =1 (F).

1. On supposen< 4.

Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions

2. On suppose maintenant que>5.

a. Montrer que si le couplen( m) vérifie la relation (F) alors
7"=1 (mod 32).

b. En étudiant les restes de la division par 32 ddsspoces de 7,

montrer que si le coupl@,(m) vérifie la relation (F) alora est divisible par
4,

C. En déduire que si le couple, (m) vérifie la relation (F) alors
7"=1 (mod 5).
d. Pourm > 5, existe-t-il des couples,(m) d’entiers naturels vérifiant
la relation (F) ?
3. Conclure, c'est-a-dire déterminer I'ensemble desptEs d’entiers

naturels non nuls vérifiant la relation (F).



Pondichéry avril 201(

Les parties A et B peuvent, dans leur g-totalité, étre traitées de fagc
indépendante.

Partie A

Dans cette partie, on se propose d'étudier deslesua, b) d'entiers
strictement positifs, tels qua®=b>.

Soit @ b) un tel couple ed = PGCD&, b). On noteu etv les entiers tel
quea=duetb=dv.

1.  Montrer queu?=dv?
2. En déduire quv diviseu, puis ques = 1
3. Soit @, b) un couple d’entiers strictement posi

Démontrer que I'on a®=b?si et seulement si etb sont respectivement
cube et le carré d'un méme ent

4, Dans cette question, toute trace de recherche, maocmenpléte, ol
d’initiative, méme non fructueuse, sera prise emgt® dans I'évaluatio
Montrer que sh est le crré d’'un nombre entier naturel et le cube d'una
entier, alormm=0 [7Joun=1 [7].

Partie B

Dans I'espacmuni d’'un repéreorthonormal (Oiﬁ,7 ,IZ) on considere 1
surface S d'équatiox?x y?=z>.

Pour tout réeh, on not( C, la section de S par le plan d’équatonA.

1. Les graphiques suivants donnent l'allure ¢, tracée dans le ple
d’équationz = A, selon le signe dA.

Attribuer & chaque graphique I'un des trois casasts :A < 0,A = 0,A >0,
et justifier I'allure de chaque cour!

€

(pas de courbe visible)

graphique | 1 graphique 2 graphique 3

2.a. Déterminer le nombre de points d ,5s dont les coordonnées sont (
nombres entiers strictement posi

b. Pour cette question, on pourra éventuellement efai@é la questio
3 de la partie A.

Déterminer le nombre de points d 5p30dont les coordonnées sont (
nombres entiers strictement posi



2009
Antilles-Guyane juin 2009
Dans chacun des cas suivants, indiquer si l'affirntoon proposée est
vraie ou fausse et justifier la réponse

1. Le plan complexe est muni d'un repére orthonon@a;lf( ,9).

On considére Il'applicatioh du plan dans lui-méme qui, a tout point M
d'affixe z, associe le point Mi'affixe Z telle que :

Z=(1+i3)z+2,/3.

On note A le point d'affixe 2 i .

Affirmation : f est la similitude directe, de centre A, d‘anéﬁeet de
rapport 2.

2. Affirmation : 19912%°= 2 (7).

3. a etb sont deux entiers relatifs quelconque®t p sont deux entiers
naturels premiers entre eux.

Affirmation : a = b (p) si et seulement sia = nb (p).

4, L'espace est muni d'un repére orthonornﬁht? ] K ).

E est I'ensemble des points M de l'espace dontdesdonnéesx(; y; 2
vérifient 'équation z = x2 + y % On note S la section de E par le plan

d'équatiory = 3.

Affirmation : S est un cercle.

5. L'espace est muni d'un repére orthonorn@d? ok ).

P est la surface d'équatiah+y? = 322

Affirmation : O le seul point d'intersection de P avec le plgde) a

coordonnées entieres.



Asie juin 2009

1. On se propose, dans cette question, de déterrouetds entiers
. N =5 (13)
relatifs N tels qu .
N=1(17)
a. Vérifier que 239 est solution de ce systéme.
b. Soit N un entier relatif solution de ce systemematrer que N peut

s'écrire sous la forme N = 1 + X~= 5 + 13y oux ety sont deux entiers
relatifs vérifiant la relation 1X — 13y = 4.

C. Résoudre I'équation ¥ - 13y = 4 oux ety sont des entiers relatifs.
d. En déduire qu'il existe un entier relatitel que N = 18 + 22k.
. L N =5(13)
e. Démontrer I'équivalence entre=N18 (221) et .
N=1(17)
2. Dans cette question, toute trace de recherche, niécoenpléte, ou

d’initiative, méme infructueuse, sera prise en ctangfans I'évaluation.
a. Existe-t-il un entier naturéd tel que 16=1 (17) ?
b. Existe-t-il un entier naturel tel que 10= 18 (221) ?



Centres étrangers juin 2009

1. On note (E) I'équation & + 2y = 29 oux ety sont deux nombres
entiers relatifs.

a. Déterminer un couple d’entiers solution de I'égo@{E).

b. Déterminer tous les couples d’entiers relatifs #ohs de I'équation
(E).

C. Préciser les solutions de I'équation (E) pour ledlgs on a a la fois
>0ety>0;

2. Intersections d’'un plan avec les plans de coandnées

L’espace est muni du repére orthonornf@l,{,j .,k ) et on désigne par P le
plan d’équation X + 2y = 29.

a. Démontrer que P est paralléle & I'axezj@e vecteur directeuk .

b. Déterminer les coordonnées des points d'intersectioplan P avec
les axes (CX) et (Oy) de vecteurs directeurs respectifset ] .

C. Faire une figure et tracer les droites d’intersectiu plan P avec les
trois plans de coordonnées.

d. Sur la figure précédente, placer sur la droitetdfisection des plans
P et kOy), les points dont les coordonnées sont a la foiemes et
positives.

3. Etude d'une surface

S est la surface d’équatiore4 x y dans le repéreQ,T I K ).

Les figures suivantes représentent les intersectiienS avec certains plans

de I'espace.

figure n°1 figure n° 2 figure n° 3 figure n°4
a. S, désigne la section de la surface S par le pla® ). Une des
figures données représente ,Saquelle ?
b. S, désigne la section de S par le plan R d’équatienl. Une des
figures données représentg, faquelle ?
C. S; désigne la section de S par le plan d'équation 8. Une des

figures données représente, faquelle ?

d. S, désigne la section de S par le plan P d’équatinr 2y = 29 de
la question 2.

Déterminer les coordonnées des points communged B dont I'abscisse
et 'ordonnéey sont des entiers naturels vérifiant I'équation32y = 29.
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L’espace est muni d’un repére orthonorm@l;( , j .k ).
. . , 1 . :
1. Soient F le point de coordonne%@ ;0 ;Zj et P le plan d’équation
1
z=- =,
4

On noted(M, P) la distance d’un point M au plan P.

Montrer que I'ensemble (S) des points M de coordesnk ; y ; 2) qui
vérifientd(M, P) = MF a pour équatiox® +y? =z

2.a. Quelle est la nature de l'intersection de I'ensam(d) avec le plan
d’équationz= 2 ?

b. Quelle est la nature de l'intersection de I'enseam(d) avec le plan
d’équationx =0 ?

Représenter cette intersection dans le rep@rﬁ](, k ).

3. Dans cette questior,ety désignent des nombres entiers naturels.
a. Quels sont les restes possibles de la divisionidienhe dex ? par
77

b.  Démontrer que 7 divisg ? + y % si et seulement si 7 diviseet 7
divisey.

4, Dans cette question, toute trace de recherche méomenpléte, ou

d’initiative méme non fructueuse, sera prise enendans I'évaluation.
Existe-t-il des points qui appartiennent a I'inemtson de I'ensemble (S) et
du plan d’équatioz = 98 et dont toutes les coordonnées sont des&ntie
naturels ? Si oui les déterminer.
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Le but de I'exercice est de montrer qu'il existe emtier natureln dont
I'écriture décimale du cube se termine par 200®stea-dire tel que
n3= 2009 mod 10 000.

Partie A

1. Déterminer le reste de la division euclidienne 8@ par 16.

2. Endéduire que 2008"'= 2009 mod 16.

Partie B

On considére la suitei(, ) définie surN par :u,= 2009 — 1 et, pour tout

entier natureh, U, .= (U, + 1)°-1.
1.a. Démontrer quel, est divisible par 5.

b. Démontrer, en utilisant la formule du binbme de Mawque :
pour tout entier naturel, U, ;= U, [u: +5US+2u’+ 2y, + 1)
C. Démontrer par récurrence que, pour tout entierrahty u, est

divisible par 8'* .
2.a. Vérifier queus= 2009°°- 1 puis en déduire que 2088= 1 mod 625.
b.  Démontrer alors que 206%"= 2009 mod 625.

Partie C

1. En utilisant le théoreme de Gauss et les résuftablis dans les
questions précédentes, montrer que 289 2009 est divisible par 10 000.
2. Conclure, c'est-a-dire déterminer un entier natwteht I'écriture
décimale du cube se termine par 2 009.
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Les trois questions de cet exercice sont indépdasan

1.a. Déterminer 'ensemble des couplas {) de nombres entiers relatifs,
solution de I'équation (E) : 8— 5y = 3.

b. Soit m un nombre entier relatif tel qu’il existe un coaigp, q) de
nombres entiers vérifiamt=8p + 1 etm=5q + 4.

Montrer que le couplep( q) est solution de I'équation (E) et en déduire que
m= 9 (modulo 40).

C. Déterminer le plus petit de ces nombres entiessipérieurs a 2 000.
2. Soitn un nombre entier naturel.
a. Démontrer que pour tout nombre entier natukelon a

23%=1 (modulo 7).

Quel est le reste dans la division euclidienne 8®%ar 7 ?

3. Dans cette question, toute trace de recherche, mécwenpléte, ou
d’initiative, méme non fructueuse, sera prise emgi® dans I'évaluation.
Soienta et b deux nombres entiers naturels inférieurs ou éga@avec
az0.

On considére le nombre N &x 102 + b. On rappelle qu'en base 10 ce

nombre s’écrit sous la forme NaB0b.

On se propose de déterminer parmi ces nombresentturels N ceux qui
sont divisibles par 7.

a.  Vérifier que 10°= - 1 (modulo 7).

b. En déduire tous les nombres entiers N cherchés.
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1. (@) Déterminer le reste dans la division euclidiedae2009 par 11.

(b)  Déterminer le reste dans la division euclidiedae'® par 11.

(c)  Déterminer le reste dans la division euclidiediee2?°*°+ 2009 par
11

2. On désigne pgs un nombre entier naturel. On considére pour tout
entier naturel non nui le nombreA ,= 2"+ p.

On noted ,le PGCD deA, etA, ;1.

(@)  Montrer qued , divise 2".

(b)  Déterminer la parité d&, en fonction de celle de Justifier.

(c) Dans cette question, toute trace de recherche, nméocammpléte, ou
d'initiative méme non fructueuse, sera prise engerdans I'évaluation.
Déterminer la parité de, en fonction de celle de

En déduire le PGCD de’®°+ 2009 et 2°'°+ 2009.
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Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
Soitn un entier naturel non nul.

1.

On considére I'équation notée (E)x 87y = 10°"oux ety sont des

entiers relatifs.

a.

Déterminer un couplai( v) d'entiers relatifs tels quews+ 7v = 1.

En déduire une solution particuliépey( y ) de I'équation (E).

b.

de (E).

2.

Déterminer I'ensemble des couples d'entierdifielx ; y) solutions

On considére I'équation notée (Gy 3+ 7y? = 10°"oux ety sont

des entiers relatifs.

a.

Montrer que 106 2 (modulo 7).

Démontrer que six(; y) est solution de (G) alorsx& = 2" (modulo 7).

b.

Reproduire et compléter le tableau suivant :

Reste

euclidienne de par 7

de la division O 1 2 3 4 5 6

Reste

euclidienne de 82 par 7

de la division

C.

Démontrer que 2est congru a 1, 2 ou 4 modulo 7. En déduire que

I'équation (G) n‘admet pas de solution.
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L'espace est rapporté au repére orthonormalr(OT;,IZ ).

On nomme (S) la surface d’équatioh+y?—z?=1.
1. Montrer que la surface (S) est symétrique par reafoplan x Oy).

2. On nomme A et B les points de coordonnées resgec({®; 1 ; — 3)
et(-1;1;1).

a. Déterminer une représentation paramétrique dedaed{D) passant
par les points A et B.

b. Démontrer que la droite (D) est incluse dans léaser(S).

3. Déterminer la nature de la section de la surfagepgd un plan

paralléle au planx(O'y).

4.a. On considéere la courbe (C), intersection de Idaser(S) et du plan
d’équationz = 68. Préciser les éléments caractéristiques ttie oaurbe.

4.b. M étant un point de (C), on désigne pason abscisse et phrson
ordonnée.

On se propose de montrer fjexiste un seul point M de (C) tel qaeetb
soient des entiers naturels vérifiat b et ppcm & ; b) = 440, c’est-a-dire

a<b
tels que 4 ; b) soit solution du systéme (1):a® + b? = 4625

ppcm@ ;b)= 44C
Montrer que sig ; b) est solution de (1) alors pgcalj(b) est égal & 1 ou 5.
Conclure.

Dans cette question, toute trace de recherche, rmé&ompléte, ou
d’initiative, méme non fructueuse, sera prise emte dans I'évaluation.



Antilles-Guyane septembre 2008
PARTIE A :
On considére le systéeme de congruences :

©) { 2 2 (modulo 3

1 (modulo 5
1. Montrer que 11 est solution de (S).
2. Montrer que si est solution de (S) alors— 11 est divisible par 3.
3.
1

, oun désigne un entier relatif.

Montrer que les solutions de (S) sont touseletiers de la forme
1 + 15k, ouk désigne un entier relatif.

PARTIE B :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthoaladirect (O ﬁ ,\7).

On considére l'applicatiohdu plan qui a tout point M d'affixe associe le
point d'affixe Z et g celle qui a tout point M d'affixe associe le point
d'affixe Z' définies par :

.+ 3 i
zZ= 1+|£ zetZ'=e %z
2 2

1. Préciser la nature et les éléments caractiredides applicatioriget

N @

On considére les pointsyat Bod'affixes respectives :

_2m o
ap=2e 32 etethp=4e 5.

Soient (A,) et (B,) les suites de points définies par les relatioas d

récurrences : A.1=f(A,) etB,.1=g(B,) .

On notea,, eth, les affixes respectives de, &t B,.

a. Quelle est la nature de chacun des triangleg OA. 1 ?

b. En déduire la nature du polygongA; A, Az A4 As.

3.a. Montrer que les points Bsont situés sur un cercle dont on précisera

le centre et le rayon.

b. Indiquer une mesure de l'angl@g,, , OB, , ).

c En déduire la nature du polygongB®, B, B¢ Bs.

4.a. Exprimera, etb, en fonction den.

b Montrer que les entiens pour lesquels les points Aet B, sont
simultanément sur l'axe des réels sont les sokitionsystéme (S) de
la PARTIE A.



Antilles-Guyane juin 2008

Partie A

On considére I'équation (E) : Xl- 26y=1, oux ety désignent deux
nombres entiers relatifs.

1. Vérifier que le couple (- 7 ; — 3) est solution(&8.

2. Résoudre alors I'équation (E).

3. En déduire le couple d’entiers relatiis ;(v) solution de (E) tel que
O<us<25.

Partie B

On assimile chaque lettre de I'alphabet a un norebter comme I'indique
le tableau ci-dessous :

A|/B|C|D|E|F| Gl H I| J K| L| M[ N
01| 2] 3] 4 5 6/ 7 8 9 10 11 12 13
O|P| Q| Rl § Tl U VI W X Y Z
14| 15] 16| 17| 18 19 20 21 22 23 P4 P25

On « code » tout nombre entiecompris entre 0 et 25 de la fagon suivante :
—on calcule 1X + 8

— on calcule le reste de la division euclidienneldle + 8 par 26, que I'on
appelley.

x est alors « codé » pgr

Ainsi, par exemple, la lettre L est assimilée aumbme 11 ;
11 x 11 +8=129 or 129 25 (modulo 26) ; 25 est le reste de la division

euclidienne de 129 par 26. Au nombre 25 correspeiettreZ.

La lettre L est donc codée par la leffre
1. Coder la lettre W.

2. Le but de cette question est de déterminer la immcte décodage.
a. Montrer que pour tous nombres entiers relatfet j , on a :
11x=j (modulo 26) équivaut &= 19j (modulo 26).

b. En déduire un procédé de décodage.

C. Décoder la lettre W.
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Soita etb deux entiers naturels non nuls ; on appelle « tésemssocié aux
entiersa etb I'ensemble des points du plan, muni d’un repérbarbrmal,
dont les coordonnées {y) sont des entiers vérifiant les conditionss B<
aet0<y<b. On noteR, , ce réseau.
Le but de I'exercice est de relier certaines peétgs arithmétiques des
entiersx ety a des propriétés géométriques des points correaptsdiu
réseau.
A - Représentation graphique de quelques ensembles
Dans cette question, les réponses sont attendussesalication, sous la
forme d’'un graphique qui sera ddment complété’annkxe.
Représenter graphiqguement les pointx M() du résealRg, g vérifiant :

1. x=2(3)ety=1(3)

[N L R =L I = > T I v = R d o]

—
Il
I
"
L]
.
-
[
L]
.
[

Graphique 1
2. X+y=1(3)

N W = 0 & =1 W

—
|
I
»
.
L]
L]
»

1 |
—]1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Graphique 2

3. X=Yy(3)
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—
|
I
.
]
.
.
]
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[l

T
—]112345678 10

£

Graphique 3

B - Résolution d’une équation

On considere I'équation (E) :X7— 4y = 1, ou les inconnuesety sont des
entiers relatifs.

1. Déterminer un couple d'entiers relatifsxo( y,) solution de
I'équation (E).

2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers ralasiblutions de
I'équation (E).

3. Démontrer que I'équation (E) admet une uniquetsoi (X ; y) pour
laquelle le poinM(x ; y) correspondant appartient au résBau-.

C - Une propriété des points situés sur la diagonaldu réseau.

Siaetb sont deux entiers naturels non nuls, on considédgalgonale [OA]

du résealr, ,, avec O(0 ; 0) et A(; b).

1. Démontrer que les points du segment [OA] sontatarsés par les
conditions : (s x<a;0<y<h;ay=bx

2. Démonter que s etb sont premiers entre eux, alors les points O et
A sont les seuls points du segment [OA] apparteaamésea , p,.

3. Démontrer que sa et b ne sont pas premiers entre eux, alors le
segment [OA] contient au moins un autre point cheag!.

(On pourra considérer le pgatddes nombres et b et posera=d d et
b=db.))
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1. Le plan complexe est rapporté a un repere orthoalodinect (O ;
u,v).

Soient A, B et C les points d’affixes respectizvas= 2 +i,zg=5+ 2 i et
Zc= i

s, désigne la symétrie d’axe (AB).

a. Démontrer ques; transforme tout poin¥ d’affixe zen un pointv’
daffixe Z telle quez = 4.31) 221,38
5 5 5 5
b. En déduire I'affixe de Csymeétrique de C par rapport a (AB).
C. Démontrer que I'ensemble des poiltgels quez’ est imaginaire pur

est la droite (D) d’équationx+ 3y =1.

d. Vérifier que le point Cappartient a (D).

2. a. Démontrer que les droites (D) et (AB) sont sécaetesin pointQ
dont on précisera I'affixe.

b. On désigne pas, la symétrie d’axe (D) et pdila transformation définie
par f = s, o s;. Justifier quef est une similitude directe et préciser son
rapport.

C. Déterminer les images des points Qgpar la transformatioh.

d. Justifier que est une rotation dont on donnera le centre.

3. Dans cette question le candidat est invité a posi@r sa copie les
étapes de sa démarche méme si elle n 'aboutit pas.

a. Déterminer les couples d'entiers relatifs ( y) solutions de
I'équation : 4x+ 3y = 1.

b. Déterminer les points de (D) a coordonnées entoasla distance

au point O est inférieure a 9.

Liban juin 2008

Pour chacune des six propositions suivantes, imdigu elle est vraie ou
fausse et donner une démonstration de la répomssiehUne réponse non
démontrée ne rapporte aucun point.

1. Dans le plan complexe rapporté a un repére oottmoal direct (O ;

u, V) on considére la similitude diredte’écriture complexe :

zZ- g(l—i)z+4—2i

" N o 2
Proposition 1: «f =r o h ou h est 'homothétie de rapportgzw et de
centre le poiniQ d'affixe — 2 — 2i et our est la rotation de cent@ et
d’angle _I,

i

2. Pour tout entier natural non nul:

Proposition 2 : « 5°"* 1+ 23"* Lest divisible par 5 ».

Proposition 3 : « est divisible par 7 ».

3. Dans le plan muni d’'un repére, (D) est la draitéquation 11x—
5y=14.

Proposition 4 : « les points de (D) a coordonnées entiéres serdats de

coordonnées (k+ 14 ; 11k + 28) ouk O Z.

56n+1+ 23n+1

4, L'espace est rapporté a un repére orthonormalf@),lg ).
La surfaceZ ci-dessous a pour équatipr x° +y?.



Proposition 5 : « la section de la surfageet du plan d’équatior = A, oUA
est un réel, est une hyperbole »
9.2

Proposition 6 : « le plan d'équatiorz = — partage le solide délimité

parZ et le plan d’équation= 9 en deux solides de méme volume ».
Rappel :

Soit V le volume du solide délimité paret les plans d’équatiors= a et
z=bouO<as<b<o.

b
V est donné par la formule V f S(K d k ou Sk) est I'aire de la section
a

du solide par le plan d'équatiar k ouk O [ a, b].
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Le plan complexe est rapporté au repere orthonadimadt (O J]\?)

On réalisera une figure en prenant 4 cm comme gnéphique sur chaque
axe.

On considére le point A d'affixe, = 1.

Partie A

k est un réel strictement positiff ;est la similitude directe de centre O de

rapportk et d'angleg .

On note Ay= A et pour tout entier natura] A, 1=f(A,).
1l.a. Etant donné un point M d'affixe déterminer en fonction dd'affixe
Z du point M image de M paf .

b. Construire les points A1, A, et Asdans le cas particulier doest
. .1
égal a=.

g 2

2.a. Démontrer par récurrence que pour tout emtjdiaffixe z, du point

. N1
A, est égale &" e s,
b. En déduire les valeurs degpour lesquelles le point An appartient a la
demi droite (O ﬂ) et, dans ce cas, déterminer en fonctionkds den
I'abscisse de A
Partie B
Dans cette partie toute trace de recherche, méowenplete, sera prise en
compte dans I'évaluation.
Désormaisk désigne un entier naturel non nul.

1. Donner la décomposition en facteurs premiera0is.

2. Déterminer, en expliquant la méthode choisi@|ua petite valeur de
I'entier naturek pour laquellék® est un multiple de 2008.

3. Pour quelles valeurs des entiarstk le point An appartient-il a la

demi droite (O ;G) avec pour abscisse un nombre entier multipleQfs 2
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PARTIE A : Question de cours

Quelles sont les propriétés de compatibilité deelation de congruence
avec I'addition, la multiplication et les puissasce

Démontrer la propriété de compatibilité avec latiplitation.

PARTIE B
Onnote 0,1, 2, ..., 9, B, les chiffres de I'écriture d’'un nombre en base
12.

Par exemple [37712 =px12%2+ax12+7
Ba7 =11 x 12+ 10 x 12 + 7 = 1711 en base 10

. . —12
1.a. Soit N;le nombre s’écrivant en base 12 ; Npla .

Déterminer I'écriture de Nen base 10.

b. Soit N, le nombre s’écrivant en base 10 :
N,=1131=1x16+1x10F+3x10+1

Déterminer I'écriture de Blen base 12.

Dans toute la suite, un entier naturel N s’écriganthniére générale en base
—_— 1

12:N=a,a,_;...a4 39

2.a. Démontrer que N ag (3). En déduire un critere de divisibilité par 3

d’'un nombre écrit en base 12.

b. A l'aide de son écriture en base 12, déterminét,sest divisible par

3.

Confirmer avec son écriture en base 10.

3.a. Démontrer que Nea, + --- +a;+ ag(11). En déduire un critére de

divisibilité par 11 d’un nombre écrit en base 12.

b. A l'aide de son écriture en base 12, déterminé;@st divisible par

11.

Confirmer avec son écriture en base 10.

4. Un nombreN s’écrit Eylz . Déterminer les valeurs deet dey pour
lesquelles N est divisible par 33.
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Pour chacune des propositions suivantes indiquelisiest vraie ou fausse
et donner une justification de la réponse choisie.

Une réponse non justifiée ne rapporte aucun pdiatitefois, toute trace de
recherche, méme incompléte, ou d'initiative, méorefructueuse, sera
prise en compte dans I'évaluation.

1. Proposition 1: « Pour tout entier naturalnon nul,n et 2n + 1 sont
premiers entre eux. »
2. Soitx un entier relatif.

Proposition 2: «x?+ x + 3= 0 (modulo 5) si et seulemenbst 1 (modulo
5).»

3. Soit N un entier naturel dont I'écriture en basee&@bar .
Proposition 3: « Si N est divisible par 7 aloas+ b est divisible par 7. »
4. Le plan complexe est muni d’un repére orthonormiaéct (O u,v
).

" I . T
Proposition 4 : « La similitude directe de rapport 2, d'angéeet de centre le

point d'affixe 1 —i a pour écriture compleze= (\/5 +i)z+ \/5 —i \/5 .»

5. Le plan complexe est rapporté a un repere orthaalatimect (O U ,9).
On considére un point A. On désigne paon affixe. On note la réflexion

d’'axe (O u) etsala symétrie centrale de centre A.
Proposition 5: « L'ensemble des nombres complexésls ques0s, =S, 0S
est 'ensemble des nombres réels. »
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Pour chacune de$ propositions suivantes, indiquer si elle est vraie
fausse et donner une démonstration de la réponsisiehUne réponse non
démontrée ne rapporte aucun point.
1. Le plan complexe est rapporté a un repére orthoaadirect (O ;
u,v).
On considere la transformation du plan qui a taintpd’affixe z associe le
point d'affixe Z définie par Z =2 iz+ 1.
Proposition 1 : «Cette transformation est la similitude directecdetre A

d’affixe é+ i —g d’angleg et de rapport 2 ».

2. Dans I'espace muni du repére orthonormal ('bT;,IZ ), on noteSla
surface d’équatiom=x?+ 2x +y? + 1.

Proposition 2 : « La section d&avec le plan d’équation= 5 est un cercle
de centre A de coordonnées (- 1; 0 ; 5) et derays.

3. Proposition 3 :« 5"°°-1 est un multiple de 7 ».

4, Proposition 4 :« Si un entier naturel est congru a 1 modulo 7 alors
le PGCD de :1i+4 etde ©+ 3 estégal a7 ».

5. Soienta etb deux entiers naturels.

Proposition 5 : « S'il existe deux entiers relatifsetv tels quea u+ b v=2
alors le PGCD da etbest égal a 2 ».
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1. On considére 'ensemble A {1;2;3;4;5; 6}

a. Pour tout élémenrd de A, écrire dans le tableau figurant en annexe
l'unique élémeny de A; tel quea y=1 (modulo 7).

b. Pour x entier relatif, démontrer que I'équatiorx3= 5 (modulo 7)
équivaut & = 4 (modulo 7).

C. Si a est un élément de A montrer que les seuls entiers relaifs
solutions de I'équation @= 0 (modulo 7) sont les multiples de 7.

2. Dans toute cette questigmest un nombre premier supérieur ou égal
as.

On considére I'ensemble A= {1 ; 2 ; ... ;p — 1} des entiers naturels non
nuls et strictement inférieurspa

Soita un élément de A

a. Vérifier quea®” ?est une solution de I'équatiorxa 1 (modulop).

b. On noter le reste dans la division euclidienne d&72 par p.
Démontrer quer est l'unique solutionx dans A, de ['équation
ax=1 (modulop).

C. Soientx ety deux entiers relatifs. Démontrer gye/= 0 (modulop)
si et seulement giest un multiple d@ ouy est un multiple de.
d. Application : p = 31. Résoudre dans sp les équations

2x=1 (modulo 31) et 3= 1 (modulo 31).
A l'aide des résultats précédents, résoudre ddréjuation :
6x?-5x+ 1=0 (modulo 31).

Annexe :




Nouvelle-Calédonie novembre 2007

l.a Quel est le reste de la division euclidienne d8par 11 ?
Justifier.
b. Quel est le reste de la division euclidienne depér 5 ?
Justifier.

C. En déduire que =1 [11] et que 6°= 1 [5].

d Démontrer que & -1 est divisible par 55.

2. Dans cette questionety désignent des entiers relatifs.

a Montrer que I'équation (E) 66— 40y = 1 n’a pas de solution.

b Montrer que I'équation (£ 17 x — 40y = 1 admet au moins une
solution.

C. Déterminer a l'aide de l'algorithme d’Euclide unupbe d’entiers
relatifs solution de I'équation (E
d. Résoudre I'équation (E

En déduire qu'il existe un unique natusg] inférieur a 40 tel que
17x,=1 [40].
3. Pour tout entier natureh, démontrer que sa'’=b[55] et si

a*’=1[55], alorsb*=a[55].



Nouvelle-Calédonie mars 2007
Pour coder un message, on proceéde de la mani&@nsei: a chacune des
26 lettres de I'alphabet, on commence par assaci@ntiem de I'ensemble
Q={0;1;2;..;24;25}selon le tableaudBssous :
A|B|C|D|E| F| G| H 1| J] K|l L| M|N
0| 1| 2| 3| 4/ 5/ 6/ 7 § 9 1011|12]13

O|P|I Q| Rl § Tl U VI W X Y Z
14| 15] 16| 17| 18 19 20 21 22 23 P4 P25

N

a etb étant deux entiers naturels donnés, on assodeta&mtiern deQ le
reste de la division euclidienne den(+ b) par 26 ; ce reste est alors associé
a la lettre correspondante.

Exemple : pour coder la lettre P avac= 2 etb = 3, on procede de la
maniere suivante :

étape 1 : on lui associe I'entier= 15.

étape 2 : le reste de la division de 2 x 15 + 3p& 26 est 7.

étape 3 : on associe 7 & H. Donc P est codé petira H.

1. Que dire alors du codage obtenu lorsque I'on peend ?

2. Montrer que les lettres A et C sont codées pardmelettre lorsque
I'on choisita = 13.

3. Dans toute la suite de I'exercice, on prar 5 etb = 2.

a. On considéere deux lettres de I'alphabet assoceEsgsectivement aux

entiersn etp.

Montrer, que si ;i + 2 et 5p + 2 ont le méme reste dans la division par 26
alorsn — p est un multiple de 26. En déduire quep.

b. Coder le mot AMI.

4. On se propose de décoder la lettre E.

a. Montrer que décoder la lettre E revient a détermié&mentn deQ
tel que 5n - 26y = 2, olly est un entier.

b. On considéere I'équation— 26y = 2, avex ety entiers relatifs.

A. Donner une solution particuliére de I'équatior 5 26y = 2.

B. Résoudre alors I'équatiorxs- 26y = 2.

C. En déduire qu'il existe un unique coupte ¥) solution de I'équation

précédente, avecOx < 25.
C. Décoder alors la lettre E.



Polynésie juin 2007
Dans 'espace muni d'un repere orthonormal (bf,l?), on considere les

points A (1;3;2),B(4; 6 ; —4) et le cori® @'axe (O ;R), de sommet O et
contenant le point A.

Partie A

1.  Montrer qu'une équation d&)estx?+y?= gzz.

2. Soit (P) le plan paralléle au plax@ y) et contenant le point B.

a. Déterminer une équation de (P).

b. Préciser la nature de l'intersection(Cde (P) et del)).

3. Soit (Q) le plan d’équatiog = 3. On note (G) l'intersection de ()
et de (Q).

Sans justification, reconnaitre la nature de,@armi les propositions
suivantes :

e deux droites paralléles ;

» deux droites sécantes ;

* une parabole ;

* une hyperbole ;

e un cercle.
Partie B
Soientx, y et z trois entiers relatifs e le point de coordonnées, (y, 2).
Les ensembles (Q et (C,) sont les sections définies dans la partie A.

1. On considére I'équation (E)x:? + y? = 40 oux ety sont des entiers
relatifs.

a. Résoudre I'équation (E).

b. En déduire I'ensemble des points de, J@ont les coordonnées sont

des entiers relatifs.

2. a. Démontrer que si le poi¥ de coordonnées<( y; 2) oux, y etz
désignent des entiers relatifs est un pointlealorsz est divisible par 2 et
x? +y? est divisible par 10.

b. Montrer que 9 est un point de (&), intersection del() et de (Q),
alorsx?= 1 modulo10.

C. Résoudre, dans I'ensemble des entiers relatifsusifonx 2 = 1
modulo 10.
d. Déterminer un point de (£, distinct de A, dont les coordonnées

sont des entiers relatifs.
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Rappel : Pour deux entiers relatifetb, on dit quea est congru & modulo
7, et on écrita = b mod 7 lorsqu’il existe un entier relakftel quea = b
+ 7k

1. Cette question constitue une restitution organigéeonnaissances
a. Soienta, b, ¢ etd des entiers relatifs.

Démontrer que : s=bmod 7 ec=dmod 7 alormc=bd mod 7.

b. En déduire que : pou etb entiers relatifs non nuls si=bmod 7
alors pour tout entier naturela"=b" mod 7.

2. Poura = 2 puis pour = 3, déterminer un entier naturehon nul tel
guea"=1mod 7.

3. Soita un entier naturel non divisible par 7.

a.  Montrer que a®°=1mod 7.

b. On appelle ordre da mod 7, et on désigne phyrle plus petit entier

naturel non nul tel qua*= 1 mod 7. Montrer que le restede la division
euclidienne de 6 parvérifiea’= 1 mod 7.

En déduire qué& divise 6.

Quelles sont les valeurs possibleskde

C. Donner I'ordre modulo 7 de tous les entiarsompris entre 2 et 6.
4. A tout entier natureh, on associe le nombre ;A& 2"+ 3"+ 4"+ 5
"+ 6". Montrer que Agws= 6 mod 7.
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Le but de I'exercice est d’'étudier certaines préds de divisibilité de
I'entier 4" 1, lorsquen est un entier naturel.

On rappelle la propriété connue sous le nom dé théréeme de Fermat :
« sip est un nombre entier @ un entier naturel premier avgg alors
a?~'-1=0 modp ».

Partie A. Quelques exemples.

1. Démontrer que, pour tout entier natunekn est congru a 1modulo
3.

2. Prouver & l'aide du petit théoréme de Fermat, qife-# est divisible
par 29.

3. Pour 1< n< 4 , déterminer le reste de la division dépar 17. En
déduire que, pour tout entikerle nombre 4%~ 1 est divisible par 17.

4, Pour quels entiers natureide nombre 4 - 1 est-il divisible par 5 ?
5. A laide des questions précédentes, déterminer reudiviseurs

premiers de £-1.

Partie B. Divisibilité par un nombre premier

Soitp un nombre premier différent de 2.

1. Démontrer qu’il existe un entier>1 tel que 4= 1 modp.

2. Soitn > 1 un entier naturel tel que"4 1 modp. On noteb le plus
petit entier strictement positif tel qué# 1 modp etr le reste de la division
euclidienne de parb.

a. Démontrer que 4= 1 modp. En déduire que= 0.

b. Prouver I'équivalence : %~ 1 est divisible pap si et seulement i
est multiple debo.

C. En déduire qué divisep — 1.



France septembre 2006

1.0n consideére I'équation (E) : X 24y =9, ou &, y) est un couple
d’entiers relatifs.

a. Vérifier que le couple (9 ; 6) est solution de Uétjon (E ).

b. Résoudre I'équation (E ).

2. Dans une féte foraine, Jean s'installe dans un geoieculaire
représenté par le schéma ci-dessous. Il peutalessur I'un des huit

points indiqués sur le cercle.
A

S S
_ Eail

11 G

&
Le manege comporte un jeu qui consiste a attrapepampon qui se
déplace sur un céble formant un carré dans leciehscrit le cercle. Le
manége tourne dans le sens des aiguilles d'unerejantitesse constante.
Il fait un tour en 24 secondes. Le pompon se déptians le méme sens a
vitesse constante. Il fait un tour en 17 secondes.
Pour gagner, Jean doit attraper le pompon, etjleus le faire qu’'aux points
de contact qui sont notés A, B, C et D sur le dessi
Alinstantt = 0, Jean part du point H en méme temps que le pompart du
point A.
a. On suppose qu’'a un certain instadean attrape le pompon en A. Jean a
déja pu passer un certain nombre de fois en Agasiver le pompon.
A linstant t , on notey le nombre de tours effectués depuis son premier
passage en A etle nombre de tours effectués par le pompon. Mormjuer
(%, y) est solution de I'équation (E ) de la question 1.
b. Jean a payé pour 2 minutes ; aura-t-il le temptirdfzer le pompon?
c. Montrer, qu’en fait, il n’est possible d’attraperpompon qu’au point A.
d. Jean part maintenant du point E. Aura-t-il le terdjggtraper le pompon
en A avant les deux minutes ?
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France septembre 2005
Pour chaque question, une seule des quatre rép@mepssées est exacte.
Le candidat indiquera sur la copie le numéro deugestion et la lettre
correspondant a la réponse choisie.
Chaque réponse exacte rappottpoint. Chaque réponse fausse enléye
point. Une absence de réponse est compfg@nt. Si le total est négatif, la
note est ramenée a zéro. Aucune justification rlestandée.
1. On considére dans I'ensemble des entiers rel&dsiation :

x? = x+ 4= 0 (modulo 6).
A : toutes les solutions sont des entiers pairs.
B : il n’y a aucune solution.
C : les solutions vérifient= 2 (modulo 6).
D : les solutions vérifient= 2 (modulo 6) ox=5 (modulo 6).
2. On se propose de résoudre I'équation (E)x 23y = 2, oux ety
sont des entiers relatifs.
A : Les solutions de (E) sont toutes de la forme :

(x;y)=(34k-7;5-24), k0 Z.

B : L’équation (E) n'a aucune solution.
C : Les solutions de (E) sont toutes de la forme :

x;y)=@A7k-7;5-1%), k0O Z.
D : Les solutions de (E) sont toutes de la forme :
(x;y) = (- 7k; 5k), kO Z.

3. On considére les deux nombmes 1 789 etp = 1 7892 005. On a
alors : A :n=4 (modulo 17) ep =0 (modulo 17).

B : p est un nombre premier.

C :p=4 (modulo 17).

D :p=1 (modulo 17).

4, On considere, dans le plan complexe rapporté a epere
orthonormal, les points A et B d’affixes respecsiaeetb. Le triangleMAB
est rectangle isocéle direct d’hypoténuse [AB]tsseulement si le poiri¥l
d’affixe zest tel que :

A:z= b—|_a B:z—a:eiz(b—a).
1-i
. T
C:a-z=i(b-2. D:b—z:E(a—z).
5. On considere dans le plan orienté deux pointsndistiA et B; on

note | le milieu du segment [AB]. Sdita similitude directe de centre A, de

rapport 2 et d’angIeZ?T[ ; soitg la similitude directe de centre A, de rapport

1 . .
et d’angleg ; soith la symétrie centrale de centre I.

:hogeftransforme A en B et c’est une rotation.
:hogofestlaréflexion ayant pour axe la médiatrice dynmsnt [AB].
*hegefn'est pas une similitude.

:heg-festla translation de vectedB .

OO0OW> vk
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1. L’espace est rapporté au repére orthonorm 1, T,IZ ).
a. Montrer que les plans P et Q d’équations respesx + y\/§ -2z
=0 et 2x—z=0ne sont pas parallel
b. Donner un systeme d’équations paramétriques dmiteA
intersection des plans P el
C. On considére le cdne de révolutl” d’axe () contenant la droit

A comme génératric

Montrer quel™ pour équation cartésieny? +z% = 7x2

2. On a représenté sur les deux figure-dessous les intersectionsl”
avec des plans paralléles aux axes de coordo

Déterminer dans chaque cas une équation des piasibfes, en justifiar
avec soin votre répon:

Figure 1 Figure 2
3.a. Montrer que I'équatiox®= 3 [7] , dont I'inconnuex est un entie
relatif, n’a pas de solutic
b. Montrer la propriété suivante : pour tous entietatifsa etb, si 7
divisea? + b?alors 7 divisea et 7 diviseb.
4. a. Soienta, b etc desentiers relatifs non nuls. Montrer la propri
suivante :
si le point A de coordonnéea, b, ¢) est un point du cérie alorsa, b etc
sont divisibles par
b. En déduire que le seul point I dont les coordonnées sont des
entiers relatifs est le sonet de ce céne.
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1. On considére I'équation (E) :»6+ 7y = 57 oux ety sont des entiers
relatifs.

a. Déterminer un couple d’entiers relatifs ¢) tel que Bu+ 7v=1;en
déduire une solution particulierey y) de I'équation (E).

b. Déterminer les couples d’entiers relatifs solutidad’équation (E).

2. Soit (O 7, T,IZ) un repére orthonormal de I'espace.

On considere le plan (P) d’équationx 6 7y + 8z=57.

On consideére les points du plan P qui appartiensmessi au plan (OT; I ).
Montrer qu’'un seul de ces points a pour coordonéssentiers naturels ;
déterminer les coordonnées de ce point.

3. On considére un poifd du plan P dont les coordonnéey etz sont
des entiers naturels.

a. Montrer que I'entiey est impair.

b. On posey = 2p +1 oup est un entier naturel.

Montrer que le reste dans la division euclidieneg é zpar 3 est égal a 1.

C. On posep + z= 3 g +1 ouq est un entier naturel. Montrer que les

entiers naturels, p etq vérifient la relation x+p + 4q = 7. En déduire que
g prend les valeurs 0 ou 1.

d. En déduire les coordonnées de tous les points Jeddht les
coordonnées sont des entiers naturels.



Amérique du Nord Juin 2001

1. Montrer que pour tout entier relatifles entiers 14 + 3 et 5n+ 1
sont premiers entre eux.

2. On considere I'équation (E) : 831y = 2 oux ety sont des
entiers relatifs.

a. Vérifier en utilisant par exemple la questionduge 87 et 31 sont
premiers entre eux. En déduire un couplevj d'entiers relatifs tel que
87 u + 31v =1 puis une solutiorx@, yo) de (E).

b. Déterminer I'ensemble des solutions de (E) dahs

C. Application :

Déterminer les points de la droite d'équationx8731y — 2 = 0 dont les
coordonnées sont des entiers naturels et dontcledes est comprise
entre 0 et 100.

Indication : on remarquera que le poif¥l de coordonnéegXx,y)
appartient a la droiteD si et seulement si le couple, —y) vérifie
I'équation(E).



Amérique du Nord Juin 2002
Soit (E) I'ensemble des entiers naturels écritshbase 10, sous la forme

abba ou a est un chiffre supérieur ou égal a 2 ketest un chiffre

guelconque.

Exemples d'éléments de (E) : 2002 ; 3773 ; 9119 paeties A et B peuvent
étre traitées séparément.

Partie A:  Nombre d'éléments de (E) ayant 11 comme plus faetieur
premier.

1.a) Décomposer 1001 en produit de facteurs premiers.

b) Montrer que tout élément de (E) est divisible par

2.a) Quel estle nombre d'éléments de (E) ?

b) Quel est le nombre d'éléments de (E) qui ne siothtvisibles par 2 ni
par5?

3. Soitn un élément de (E) s'écrivant sous la foraiaba.

a) Montrer que : « est divisible par 3 » équivaut aa« b est divisible

par 3 ».

b) Montrer que : « est divisible par 7 » équivaut ab«est divisible par
7 ».

4, Déduire des questions précédentes le nombr@riéks de (E) qui
admettent 11 comme plus petit facteur premier.

Partie B: Etude des éléments de (E) correspondant a uneeanné
bissextile.

Soit (F) I'ensemble des éléments de (E) qui coomdpnt & une année
bissextile. On admet que pour tout élémerde (F), il existe des entiers
naturelsp etqtels que n=2000 + 4 et n=2002 + 11g.

1. On considere I'équatior)(: 4p — 11q = 2 oup etq sont des entiers
relatifs.

Vérifier que le couple (6, 2) est solution de I'étipn €) puis résoudre
l'équation €).

2. En déduire que tout entierde (F) peut s'écrire sous la forme 2024 +
44k ouk est un entier relatif.

3. A l'aide de la calculatrice déterminer les diusppetits éléments de
(F).

NB : Liste des nombres premiers inférieurs a 20,3 ;5 ;7 ;11 ; 13 ;
17;19;23;31; 37.



Amérique du Nord Juin 1999

Les trois parties I, 11, lll peuvent étre trait§adépendamment les unes des
autres.

Partie |

SoitE={1;2;3;4;5;6;7,;8;9; 10}.

Déterminer les pairesaf; b} d'entiers distincts de E tels que le reste de la
division euclidienne da bpar 11 soit 1.

Partie Il

1 Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 3.

a I'entier @—1) ! + | est-il pair ?

b. I'entier o —I) ! + | est-il divisible par un entier naturedip ?
2 Prouver que l'entier (15 — 1) ! + | n'est paasitile par I5.
3 I'entier (11 — 1) ! + | est-il divisible par 1

Partie IlI

Soitp entier naturel non premiep & 2) .

1. Prouver que p admet un divisepfl < q <p) qui divise p—1) !
2. L'entierq divise-t-il I'entier p—1) ! + 1 ?

3. L'entierp divise-t-il I'entier p— 1) ! + 1 ?



Amérique du Sud Novembre 2002

On consideére la suite d'entiers définie par= 111...11 (I'écriture décimale
dea, est composée dechiffres 1).

On se propose de montrer que l'un, au moins, desesede la suite est
divisible par 2001.

1. En écrivanta , sous la forme d'une somme de puissances de 10,
. 10" -1

montrer que pour tout entier natunehon nul,a, = 5

2. On considére la division euclidienne par 2004pliguer pourquoi

parmi les 2 002 premiers termes de la suite, iegiste deux, au moins,
ayant le méme reste.

Soita, eta, deux termes de la suite admettant le méme rastep]. Quel
est le reste de la division euclidienneaje-a, par 2001

3. Soit k et m deux entiers strictement positifs vérifiakt< m.
Démontrer I'égalit@n—an = am_n x 105

4, Calculer le PGCD de 2001 et de 10.

Montrer que si 2001 divise,, —ay, alors 2001 divis@, _g.

5. Démontrer alors que l'un, au moins, des termeslad suite est
divisible par 2001.
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Un astronome a observé au joury Je corps céleste A, qui apparait
périodiqguement tous les 105 jours. Six jours paud {J, + 6), il observe le
corps B, dont la période d'apparition est de 8isjo0n appelle Jle jour de
la prochaine apparition simultanée des deux objetsyeux de I'astronome.
Le but de cet exercice est de déterminer la date deur J.

1. Soientu etv le nombre de périodes effectuées respectivemeni pa
et B entre d et J;.

Montrer que le coupleau(; v) est solution de I'équation (F: 35x—27y=2.
2.a. Déterminer un couple d'entiers relatits, ¢ y o) solution particuliére
de I'équation () : 35x— 27y = 1.

b. En déduire une solution particuliere( vo) de (E).

C. Déterminer toutes les solutions de I'équation (E

d. Déterminer la solutioru(; v) permettant de déterminey.J

3.a. Combien de jours s'écouleront entpeefl J;?

b. Le jour Jo était le mardi 7 décembre 1999, quelle est la da&ete
du jour J, ? (I'année 2000 était bissextile).

C. Si l'astronome manque ce futur rendez-vous, conttegjours devra-
t-il attendre jusqu'a la prochaine conjonction desx astres ?



Centres étrangers | Juin 1999

Le but de cet exercice est d'utiliser les solutiatisne équation a deux
inconnues entiéres pour résoudre un probléme teapmte.

1l.a. Déterminer un couplex(o ; y o) d'entiers relatifs solution de
l'équation : 4& +35y=1.

(On pourra utiliser l'algorithme d’Euclide pour tacherche du PGCD de
deux nombres.)

b. Déduire dea. tous les couples d’entiers relatifs;(y) solutions de
cette équation.

2. L'espace étant rapporté a un repére orthonoomalpnne le vecteus
de coordonnées (48 ; 35 ; 24) et le point A dedmmmées (- 11 ; 35; - 13) .

a. Préciser la nature et donner une équation carngside I'ensemble

(M) des points M de I'espace, de coordonngesy(; 2) tels que i .AM
=0.

b. Soit (D) la droite intersection dEIY avec le plan d’équation= 16.
Déterminer tous les points de (D) dont les coordeansont entieres et
appartiennent a l'intervalle [- 100 ; 1 00] .

En déduire les coordonnées du point de (D) , admoorées entiéres, situé le
plus prés de l'origine.



France métropolitaine juin 2001

Le plan complexe est rapporté a un repére orthamatimect (O ;0 ,V) [unité

graphique : 6 cm)].

On considére la transformatidru plan qui a tout point M d'affixeassocie le
5im

point M' d'affixez' définie par z'=z e ¢ et on définit une suite de points (M

n) de la maniére suivante :

. Moapouraffixa():e'Z et

e pour tout entier naturel M,.,=f (M ).

On appelle , 'affixe de M, .

1. Déterminer la nature et les éléments caradtgrest def . Placer les
points Mg, M 1, M ».

S(m, 5nm

| =+
2. Montrer que pour tout entier natungbn a 'égalitéz,, = e [2 6 ](on
pourra utiliser un raisonnement par récurrence).
3. Soient deux entierset p tels quen soit supérieur ou égal@ montrer

que deux points Met M, sont confondus si et seulementrsi-) est multiple
de 12.

4.a. On consideére I'équation (E) : ¥2- 5y = 3 oux ety sont des entiers
relatifs. Apres avoir vérifié que le couple (4,68} solution, résoudre I'équation
(E) .

b. En déduire I'ensemble des entiers naturédds que M, appartienne a
la demi-droite [Q) .
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1. Montrer que, pour tout entier naturel non kut pour tout entier
naturelx :

(x— 1)1 +x+x%3+ ... +xk" )y =xk-1

Dans toute la suite de I'exercice, on consideraambre entiea supérieur
ou égal a 2.

2.a. Soitn un entier naturel non nul dtun diviseur positifdea:n=d k
Montrer quea® — 1 est un diviseur o&" — 1.

b.  Déduire de la question précédente quid°%2- 1 est divisible par 7,
par 63 puis par 9.

3. Soientm etn deux entiers naturels non nulsddeur PGCD.
a. On définitm' etn' parm=d m etn =d n.

En appliquant le théoréme de Bézoutmaet n', montrer qu'il existe des
entiers relatifal etv tels que mu—nv=d.

b. On suppose etv strictement positifs.
Montrerque : @™ —1)-@"V-1)4=4d'-1
Montrer ensuite qua® — 1 est le PGCD de™" - 1 et dea"’ - 1.

c.  Calculer, en utilisant le résultat précédent, l€OPGle 2°2— 1 et de
2%0_1,
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Pour tout entier naturelnon nul, on considére les nombres :
a,=4x10"-1,b,=2x10"-1etc,=2x 10"+ 1.

1.a. Calculeray, ,by,cq,a5,b5,C5,a3 bs, etcs.

b. Combien les écritures décimales des nomhbrgst c , ont-elles de

chiffres ? Montrer qua, etc, sont divisibles par 3.

C. Montrer, en utilisant la liste des nombres premiaférieurs a 100

donnée ci-dessous, ghg est premier.

d. Montrer que, pour tout entier naturel non nub,, xc, =a,,

En déduire la décomposition en produit de factpuesniers dexe.

e Montrer que PGCIX,, c,) = PGCD¢,, 2). En déduire qule, etc,

sont premiers entre eux.

2. On considére I'équation (b)3 x + c 3y = 1 d'inconnues les entiers
relatifsx ety.

a. Justifier le fait que (1 ) posseéde au moins whation.

b. Appliquer l'algorithme d'Euclide aux nombres etb ;; en déduire
une solution particuliére de (1) .

C. Résoudre I'équation (1)

Liste des nombres premiers inférieurs a 100
2:3:;5;7;11;13;17;19;23;29;37;;41 ;43 ;47 ;53;59;61;
67 ;71;73; 79;83;89;97.



France métropolitaine septembre 2002
On considére un rectangle direct ABCD vérifiantB A 10 cm et AD =5
cm.

o 13

L
I A 1% AL by
1) Faire une figure: construire ABCD, puis les g@a respectives M, N

et P de B, C et D par la rotatiorle centre A et d‘angleg.

2)a) Construire le centr@ de la rotation' qui vérifier'(A) = N etr'(B) = P.
Déterminer I'angle dg.

b) Montrer que lI'image de ABCD pédrest AMNP.

c) Déterminer la nature et les éléments caractguef de la
transformatiom ~*or'.
3) On considéré les images successives des réetaBCD et AMNP

par la translation de vecteDM . Sur la demi-droite [DA), on définit
ainsi la suite de point#\() «» ; vVérifiant, en cm, DA =5 + 15k. Sur
la méme demi-droite, on considére la suite de Ppoi,)»1
vérifiant, en cm, DE= 6,55n.
a) Déterminer l'entiek tel que E;,o appartienne a [f A+ 1]
Que vaut la longuewkE 1,0en cm ?
b) On cherche dans cette question pour quelle vatgénimalen g le

point E , "est confondu avec un pointA

Montrer que si un point Eest confondu avec un pointialors 131n
— 300k = 100.

Vérifier que les nombres =7 100 ek = 3 100 forment une solution
de cette équation.

Déterminer la valeur minimale, recherchée.



France métropolitaine septembre 2003

On rappelle que 2003 est un nombre premier.

1.a. Déterminer deux entiers relatifetv tels que : 128 + 2003v =1

b. En déduire un entier relakf, tel que : 12X,=1 [2003]

C. Montrer que pour tout entier relatf 123 x = 456 [2003] si et
seulement st = 456k o [2003]

d. Déterminer I'ensemble des entiers relatifsls que :
123x=456 [2003]
e Montrer qu'il existe un unique entietel que :

1<n<2002 et 1237 =456 [2003]
2. Soita un entier tel que : &£ a< 2002.
a. Déterminer : PGCDa(, 2003).
En déduire qu'il existe un entigrtel que :am= [2003].
b. Montrer que, pour tout entibr il existe un unique entiertel que :
0<x<2002 etax=hb[2003].



Pondichéry avril 2002
1°  Calculer le PGCD de’4 1 etde 4— 1.
Soit u la suite numérique définie pau;, = 0 ,u;= 1 et, pour tout entier
natureln, Uy +2=5Un,+1—4Up.
2° Calculer les termas,, us etu, de la suitau .
3 °a) Montrer que la suita vérifie, pour tout entier natural:
Uh+1=4u,+ 1.
b) Montrer que, pour tout entier naturglu,, est un entier naturel.
C) En déduire, pour tout entier natunele PGCD deu,, etu, 4 1.

) ) . . 1
4° Soitv la suite définie pour tout entier natungbarv,=u,+ 3

a) Montrer quev est une suite géométrique dont on déterminera la
raison et le premier terme,.

b) Exprimerv,, puisu, en fonction den .

c) Déterminer, pour tout entier natungl le PGCD de 4*'-1 et de
4"—1.



Pondichéry avril 2001

1. On considére I'équation (1) d'inconnoenf) élément dé&Z 2 :
11n-24m=1.

a. Justifier, a l'aide de I'énoncé d'un théoréme, aptte équation admet

au moins une solution.

b. En utilisant l'algorithme d'Euclide, déterminerneu solution

particuliére de I'équation (1) .

C. Déterminer I'ensemble des solutions de I'équdfipn

2. Recherche du P.G.C.D. de'i6 1 et 1G* - 1.

a.  Justifier que 9 divise 10— 1 et 1¢*— 1.

b. (n, m) désignant un couple quelconque d'entiers natuodlgiens de
(1) , montrer que I'on peut écrire

(10" -1)-10(16*"-1) =09.

C. Montrer que 16" — 1 divise 13*" - 1.

(on rappelle 'égalitda"—1 =@ -1) (a" '+a""
tout entier natureh non nul).

Déduire de la question précédente l'existence de datiers N et M tels
que (10""—1) N - (1F*"-1)M = 9.

d. Montrer que tout diviseur commun a6 1 et 13* - 1 divise 9.

e Déduire des questions précédentes le P.G.C.0Te- 1 et 16— 1.

2+ ... +a%, valable pour



Pondichéry avril 1999

Partie A

On admet que 1999 est un nombre premier.

Déterminer I'ensemble des coupleslf) d'entiers naturels admettant pour
somme 11 994 et pour p.g.c.d. 1999.

Partie B
On considére I'équation (E) d’'inconnueppartenant a IN,
(E) n?-Sn+11994 =0 o0uS est un entier naturel.
On s'intéresse a des valeurs de S telles que (B¢tteldeux solutions dans
IN.

1. Peut-on déterminer un entier S tel que 3 sditism de (E) ?

Si oui, préciser la deuxiéme solution.

2. Peut-on déterminer un entier S tel que 5 sditism de (E) ?

3. Montrer que tout entigr solution de (E) est un diviseur de 11 994,

En déduire toutes les valeurs possibles de S tglies(E) admette deux
solutions entiéres.

Partie C
Comment montrerait-on que 1999 est un nombre prémi®réciser le
raisonnement employé.

La liste de tous les entiers premiers inférieut®@ est précisée ci-dessous
2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;37,;41;43;47;53;59;61;
67;71;73;79;83;89; 97.



