Amérique du Sud novembre 2005
Le plan complexe P est rapporté a un repére orthuaalirect (O u, \7). On prendra pour unité graphique 4 cm.

LT
On considere les points A, B, C et D d'affixes exdjvesa, b, cetdtellesquea=i,b=1+2i,c= ﬁ eI 4etd=3+2i.
On considére la similitude direcsejui transforme A en B et C en D. Soit M un poitdffixe z et M, d’affixe Z, son image pas.

1. ExprimerZ en fonction de. Déterminer les éléments caractéristiques. de

U,=0
Soit (U, ) la suite numérique définie par ;_ °
U,,1=2U, +1pourtound IP

2. Montrer que, pour tout entier naturglU , , ;et U, sont premiers entre eux.

3. Interpréter géométriguement, en utilisant la siondes, les termes de la suite ()J

4, Montrer que pour tout entier naturelU , = 2" -

5. Montrer que, pour tous entiers naturekstp non nuls tels que=p, Un=U,(Un_p+ 1) + Uy_p.

La notation pgcdy ; b) est utilisée, dans la suite, pour désigner |ls ghand diviseur commun a deux entiers nataelth.
Montrer poum = p I'égalité : pged (U ; Up) = pged (Up; Un-p).

6. Soitn etp deux entiers naturels non nuls, montrer que : ggcdU ) = U pgedp : -
Déterminer le nombre : pgcdgghs; U 1s) .

CORRECTION

LT
1. c=42 e 4 =1+i
s est une similitude directe donc de la forzhe az+b
S(A)=BetsgC)=Ddoncl+2iai+bet3+2i=a(1+i)+b
, , 3 . |ai+b=1+2i
il s’agit donc de résoudre le systeme : , .
a(l+i)+b=3+2i
Par difféerence membre a membie= 2 et donc en remplagant 1 doncz =2z+ 1
a = 2 doncs est une homothétie de rapport 2 de ceQtpoint invariant pas
z=2z+ 1doncz=-1 donc le centre deest le poinQ(- 1).

2. pour tout entier naturel U, .1 — 2 U, = 1 donc il existe deux entiers relatifetv tels queu U, +v U, =1 donc d'aprés
le théoréme de Bézout, pour tout entier natyrél , , et U, sont premiers entre eux.

3. Soit My = O, M, le point d’affixe U, d’aprés la premiére questionM; = s(M )
donc M, est le milieu de@ M+ 1]

4, Démonstration par récurrence :

Initialisation : Uy = 2° -1 = 0 : la propriété est vraie paur 0.

Hérédité : Montrons que pour tauta propriété est héréditaire c’est-a-dire qua girbpriété est craie au rangU, = 2" - 1 alors
elle est vraie poun+ 1 : U, ,=2"** -

Upns1=2Up+1=22-1)+1= 2‘*1 24+1=241

La propriété est vraie au rang<1). Elle est donc vraie pour toutleN.

5. sin>palorsn—p>0donc U,_,=2""P-1etU,=2"-
Up(Upp+t 1)+ Uy p=(2°P-1) (2" P-1+1)+ 2 P-1=(-1)2" P+ 2" P-1=2"-2""P4+ 2" P-1=2"_1
donc U,=U,(Upn_p+ 1)+ Uy_p.
Soitd = pgcd (U Up)
d divise U, et U, doncd divise Uy (U -, + 1) donc divise Y(U -, + 1) — U, soit U, _,
d divise U, _, etd divise U, doncd divise pged (U; U, _p).
Réciproquement solt = pged (U, ; Un_p).
o divise U, etd divise U,_, doncd divise U, (U, - + 1) + U, _soit b divise U,
3 divise U, etd divise U, doncd divise pged (U;; Up).
d etd sont des entiers naturels non nudjvised etd divised doncd = &

6. On sait que pour F R — {1} etk ON*, q*-1=(q-1) (§ '+ ... + 1), donc q -1 divise‘o 1.
Soitd le pgcd de n et p. Il existe donc deux natukedsk’ premiers entre eux tels que= kd etp=k' d
Up=2"-1=2-1soita=2

Upy=a“—1=(a—-1) (& *+... + 1) donc a — 1 divise



De méme =2P-1=2-1=gd~1=(a-1) (& '+ ... + 1) donc a — 1 divise Y
a-1=2'-1=Uydonc Uy divise U, et U, Soit Upgeqq: py divise Uy et U, donc Upgeaq: p divise leur PGCD Soit bheqq ) divise
pgcd (Uy ,Uyp).

Réciproquement
Application : 15 = 3 x 5. Or 5 divise 2 005, maiagle divise pas. Donc pgcd(2 005, 15) =5

pgcd(Us g05 Us) = Us(d'apres la question précédente).
Us=2°-1=32-1 =31 donc pgcd@des Us) = 31.



