Polynésie juin 2015
EXERCICE 1 3 points Commun a tous les candidats
On considere le pavé droit ABCDEFGH ci-dessous, pour lequel AB =6, AD =4 et AE = 2.

. — 1l — 1-— — 11—
I,JetKsontlespomtstelsqueAI:EAB,AJ:ZAD,AK:EAE.

H G
E ? F
‘D
K O P C
J .
A I B

On se place dans le repére orthonormé (A ; Ai, Al, AK).
2
1 Vérifier que le vecteur n de coordonnées | 2 | est normal au plan (1JG).
-9
2 Déterminer une équation du plan (1JG).
3 Déterminer les coordonnées du point d’intersection L du plan (1JG) et de la droite (BF).
4

Tracer la section du pavé ABCDEFGH par le plan (1JG). Ce tracé sera réalisé sur la figure donnée en annexe a rendre avec
la copie) On ne demande pas de justification.

EXERCICE 2 4 points Commun a tous les candidats

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (O;u,v).

A tout point M d’affixe z du plan, on associe le point M * d’affixe z’ définie par: 2’ =22+ 4z + 3.
1 Un point M est dit invariant lorsqu’il est confondu avec le point M * assacié.

Démontrer qu’il existe deux points invariants.

Donner I’affixe de chacun de ces points sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle

. . . —3-iy3 . . —3+i4y 3
2 Soit A le point d’affixe T\/_ et B le point d’affixe T\/_
Montrer que OAB est un triangle équilatéral.
3 Déterminer I’ensemble E des points M d’affixe z = x +i y oU x et y sont réels, tels que le point M * associé soit sur I’axe des
réels.
4 Dans le plan complexe, représenter les points A et B ainsi que I’ensemble E.

EXERCICE 3 3 points Commun a tous les candidats

Dans un pays, la taille en centimétres des femmes de 18 a 65 ans peut étre modélisée par une variable aléatoire X suivant la loi
normale d’espérance u; = 165 cm et d’écart-type 1 = 6 cm, et celle des hommes de 18 a 65 ans, par une variable aléatoire X , suivant
la loi normale d’espérance p, = 175 cm et d’écart-type o, =11 cm.

Dans cet exercice tous les résultats seront arrondis a 102 prés.

1 Quelle est la probabilité qu’une femme choisie au hasard dans ce pays mesure entre 1,53 métre et 1,77 metre ?
2a Déterminer la probabilité qu’un homme choisi au hasard dans ce pays mesure plus de 1,70 métre.
b De plus, on sait que dans ce pays les femmes représentent 52% de la population des personnes dont I’age est compris entre

18 et 65 ans.On choisit au hasard une personne qui a entre 18 et 65 ans. Elle mesure plus de 1,70 m.
Quelle est la probabilité que cette personne soit une femme ?

EXERCICE 4 5 points Commun a tous les candidats

Le directeur d’un zoo souhaite faire construire un toboggan pour les pandas Il réalise le schéma suivant de ce toboggan en perspective
cavaliére.

Voici ce schéma :



Partie A Modélisation

Le profil de ce toboggan est modélisé par la courbe C représentant la fonction f définie sur I’intervalle [1; 8] par f (x) =(ax+b)e"
ou a et b sont deux entiers naturels.

La courbe C est tracée ci-dessous dans un repere orthonormé dont I’unité est le métre.
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1 On souhaite que la tangente a la courbe C en son point d’abscisse 1 soit horizontale. Déterminer la valeur de I’entier b.
2 On souhaite que le haut du toboggan soit situé entre 3,5 et 4metres de haut. Déterminer la valeur de I’entier a.

Partie B Un aménagement pour les visiteurs

On admet dans la suite que la fonction f introduite dans la partie A est définie pour tout réel x € [1; 8] parf (x)=10xe™™
Le mur de souténement du toboggan sera peint par un artiste sur une seule face, hachurée sur le schéma en début d’exercice. Sur le
devis qu’il propose, celui-ci demande un forfait de 300 euros augmenté de 50 euros par metre carré peint.

1 Soit g la fonction définie sur [1 ; 8] par g (x) = 10 (— x — 1) e~ *. Déterminer la fonction dérivée de la fonction g .

2 Quel est le montant du devis de I’artiste ?

Partie C Une contrainte a vérifier

Des raisons de sécurité imposent de limiter la pente maximale du toboggan.

On considere un point M de la courbe C, d’abscisse différente de 1. On appelle o I’angle aigu formé par la tangente en M a C et I’axe
des abscisses. La figure suivante illustre la situation :

Les contraintes imposent que I’angle o soit inférieur a 55 degrés.

1 On note f ’ la fonction dérivée de la fonction f sur I’intervalle [1 ; 8].
On admet que, pour tout x de I’intervalle [1; 8], f () =10 (1 -x) e~

Etudier les variations de la fonction f * sur I’intervalle [1 ; 8].

2 Soit x un réel de I’intervalle ]1 ; 8] et soit M le point d’abscisse a de la courbe C. Justifier que tan a =|f *(x) |.

3 Le toboggan est-il conforme aux contraintes imposées ?



EXERCICE 5 5 points Candidats n’ayant pas choisi I’enseignement de spécialité
Soit (v,,) la suite définie par v, = In(2) et, pour tout entier naturel nnonnul, v ., =In(2—-e " "").
On admet que cette suite est définie pour tout entier naturel n non nul.

n

On définit ensuite la suite (S,) pour tout entier naturel n non nul par : S, = ka =V, +V, +..+V,.

k=1
Le but de cet exercice est de déterminer la limite de (S,).
Partie A Conjectures a I’aide d’un algorithme
1 Recopier et compléter I’algorithme suivant qui calcule et affiche la valeur de Sn pour une valeur de n choisie par
I’utilisateur :
Variables : n, k entiers
S, vréels
Initialisation :  Saisir la valeur de n
v prend la valeur ...
S prend la valeur
Traitement:  Pour k variant de a faire
prend la valeur
prend la valeur
Fin Pour
Sortie : Afficher S
2 A I’aide de cet algorithme, on obtient quelques valeurs de S,, Les valeurs arrondies au dixiéme sont données dans le tableau
ci-dessous :
n 10 100 1000 10000 | 100000 | 1000 000
Sy 2,4 4,6 6,9 9,2 11,5 13,8

En expliquant votre démarche, émettre une conjecture quant au comportement de la suite (S,).

Partie B Etude d’une suite auxiliaire
Pour tout entier naturel n non nul, on définit la suite (u,) paru,=e"".

. . 1
1 Vérifier que u; = 2 et que, pour tout entier naturel nnonnul, u,.+;=2- T
2 Calculer u,, us et uy Les résultats seront donnés sous forme fractionnaire.
. . n+1
3 Démontrer que, pour tout entier naturel nnonnul, u, = ——.
n
Partie C Etude de (S,)
1 Pour tout entier naturel n non nul, exprimer v, en fonction de u,, puis v, en fonction de n.
2 Veérifier que Sz = In(4).
3 Pour tout entier naturel n non nul, exprimer S, en fonction de n En déduire la limite de la suite (S,).
EXERCICE 5 5 points Candidats ayant choisi I’enseignement de spécialité
o . -4 6
On considere la matrice A =[ 3 5 J
1 On appelle | la matrice identité d’ordre 2 Vérifier que A2= A+ 2 1.
2 En déduire une expression de A ® et une expression de A* sous la forme a A + B | ol o et  sont des réels.
r,.,=r,+s,
3 On considere les suites (r,) et (s,) définies par ro =0 et sy = 1 et, pour tout entier naturel n non nul, { ' )
S n+1 r n
Démontrer que, pour tout entier naturel n, A" =r, A+s, 1.
4 Démontrer que la suite (k ,) définie pour tout entier naturel n non nul par k, = r, — s, est géométrique de raison — 1.
En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression explicite de k , en fonction de n.
. P . -1)" . .
5 On admet que la suite (t,) définie pour tout entier naturel nnonnul par t, =r_ + ( 3) est géométrique de raison 2.

En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression explicite de t,, en fonction de n.
6 Déduire des questions précédentes, pour tout entier naturel n non nul, une expression explicite de r, et s , en fonction de n.
7 En déduire alors, pour tout entier naturel n non nul, une expression des coefficients de la matrice A".



CORRECTION
Polynésie juin 2015
EXERCICE 1 3 points Commun a tous les candidats

-1
1 I a pour coordonnées (1;0;0)J (0;1;0)donc IJ apour coordonnées | 1 |, n1J ==1x2+1x2+0x(-=9)=0donc
n et 1J sont orthogonaux.
5
AG =AB+AC+CG=6Al+4AJ+2AK doncG apour coordonnées (6 ; 4 ; 2) donc IG a pour coordonnées | 4 |,
2
NG =5x2+4x2+2x(-9)=0donc n et IG sont orthogonaux.
n est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (1JK) donc n est normal au plan (1JG).
2 n est normal au plan (1JG) donc une équation du plan (1JG) est de la forme 2x + 2y -9z +d=0.
| appartientau plandonc2 x,+2y,-9z,+d=0soit2+d=0doncd=-2.
Une équation du plan (IUG)est2x+2y-9z-2=0.
0
3 B a pour coordonnées (6 ; 0; 0) F (6 ; 0 ; 2) donc BF a pour coordonnées | 0 |, la droite (BF) a pour représentation
2
X=6
paramétrique { y=0 , le point d’intersection du plan (1JG) et de la droite (BF) a donc des coordonnées de la forme (6; 0; 2 t)
z=2t

Il appartient au plan (IJG) donc2x6+2x0-9x2t-2=0s0it10-18t=0donct = g L a pour coordonnées ( 6;0;%}.

4 Le plan (1JG) coupe la face ABCD du pavé suivant [1J], la face AEFB suivant [IL].

Le plan (1JG) coupe la face BCGF du pavé suivant [LG], .

Les faces ADHE et BCGF sont paralléles donc le plan (1JG) les coupe suivant deux droites paralléles donc I’intersection du plan (1JG)
et de la face ADHE est le segment passant par | et paralléle a (GL) Ce segment coupe [DH] en M donc I’intersection du plan (1JG) et
de la face DCGH est [MG]




EXERCICE 2 4 points Commun a tous les candidats
1 Un point M est dit invariant lorsqu’il est confondu avec le point M’ associé donc quand z = 2’
22+47+3=22°+32+3=0

-3-i43 —3+i
A=32—4><3:—3donczlle\/_et22:+\/_3
3+i\/_3
2

3-i43 -
5 \/_ et B le point d’affixe

2 4 3

Il existe deux points invariants A le point d’affixe —
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in\/_?: = \/73(—£+i%J: \/_3(0055%+isin5?njsoit22=\/_3ei6

2

—3—i\/_3et—3+i\/_3 Ll
2 2

- . I
sont conjugués donc z, = \/E e ¢

2 OA=|z,|=,/3etOB=|z,|=.3,AB=|z,- z,|=]iy/3 |= /3 donc OA = OB = AB, OAB est un triangle
équilatéral.

3 Soitz=x+iy;z?=x*+2ixy-y?doncz?+4z+3=(x’-y?+4x+3)+i(2xy+4y)

Le point M ” est sur I’axe des réels si et seulement si 2 xy + 4y) =0soit 2y (x + 2) =0 donc soity = 0 soitx = -2

E est donc la réunion de deux droites : I’axe des réels (y = 0) et la droite d’équation x = — 2

4

_2

EXERCICE 3 3 points Commun a tous les candidats
1 P(153 <X, <177)~0,95

2a  P(X,>170)=0,68 _—
b Soit les événements : / \
F : « la personne choisie est une femme entre 18 et 50 ans ». 080 —~—

G : «la personne choisie mesure plus de 1,70 métre ». 0,52
P:(G) =P(X;>170)~ 0,20

p(G)=p (FNG)+p(F NG)
p(G) = 0,52 x 0,20 + 0,48 x 0,68 ~ 0,43 048 .

p(FNG) _ 0,52x0,20

g /
pe(F)= = ~ 0,24 -
\

p(G) 0,43 T~
La probabilité que la personne choisie soit une femme sachant _
qu’elle mesure plus de 1,70 m est donc de 0,24. <



EXERCICE 4 5 points Commun a tous les candidats

Partie A Modélisation

1 Si la tangente a la courbe C en son point d’abscisse 1 est horizontale alors f ’(1) = 0.
f'X)=ae*-(ax+b)e*=(-ax+a-h)e™*

f'(l)=be '=0o0ore '#£0doncb=0doncf(x)=axe*

2 f(1)=ae ' etaestun entier naturel tel que 3,5<ae ' <4ou3,Se<a<de 3,5~95¢et4e~108donc a=10.
f(x)=10xe™"

Partie B Un aménagement pour les visiteurs

1 g(x)=10x(- 1)xe*+10(-x-1)x(-e *)=-e7"(10-10x-10)=10xe~*
g est une primitive de f

2 La fonction f est positive sur [1; 8]
L aire du mur a peindre correspond a I’aire du domaine compris entre I’axe des abscisses, la courbe C et les droites d’équation x = 1

8
et x = 8 elle est doncégaleéj‘ f)dx=[ g ]
1

L aire est donc — 90 e + 20 e~ u a Lunité est le métre donc I’aire estde — 90 e 2 + 20 e ~*
Le montant du devis sera donc de 300 + 50 (- 90 e %+ 20 e ™) soit 666,37 €

Partie C Une contrainte a vérifier

P L —
1 f(x)=-10e7-10 (1 -x) e *=10 (2 -x) e~ * La fonction exponentielle est positive sur R donc f (x) a le méme signe que
2-xdoncf(x)>0<=xe[l;2]
f * est donc croissante sur [1 ;2] et décroissante sur [2 ; 8]
2 Une équation de la tangente a la courbe C au point M d’abscisse a est donc de laformey =f ' (a) (x—a) + f (a)
Le point L est le point de cette droite tel que y = 0 donc son abscisse est solution def '(a) (x_—a)+f(@) =0
f'@xL-a)=—f(@ ORa#1doncf’(a)#0doncx —a=- %.
a
Dans le triangle MPL rectangleen P ona: tan a = M = RO
PL X, —a
f (a) > 0 donc PM__T(@) =| f'(a)| soittana=| f'(a) |
PL f(a)
f(a)
3 f * est donc croissante sur [1 ;2] et décroissante sur [2 ; 8]

f’(1)<0etf’(8)<0doncf’(x)<0sur[2;8]donc|f’(X)|=-f"(x)

donc | f* | est donc décroissante sur [1 ;2] et croissante sur [2 ; 8] donc admet un maximum pour x =2 et | f *(2)| = 1,35
La fonction tangente est croissante sur [ 0 ; 90°[, tan 55 ~ 1,43 donc tan a < tan 55

Le toboggan est conforme



EXERCICE 5 5 points Candidats n’ayant pas choisi I’enseignement de spécialité
Partie A Conjectures a I’aide d’un algorithme

1
Variables : n, k entiers
S, v réels
Initialisation :  Saisir la valeur de n
v prend la valeur In(2)
S prend la valeur O
Traitement : Pour k variant de 1 a n faire
S prend lavaleur S +v
v prend la valeur In (2—-e ")
Fin Pour
Sortie : Afficher S
2 Les valeurs de S,, augmentent donc la suite (S, ) semble étre croissante
Partie B Etude d’une suite auxiliaire
\' - -Vn 1
1 up=e" =e"® =2 Pour tout entier naturel nnon nul, Up+; =" —gM(2-¢"" _9_g V0 _9_ 1 donc Upsr=2— —
ev" u,
1 3 2 4 3 5
2 U,=2——=— ,Ug=2——=—,etuy=2-—=—
2 2 3 3 4 4
. . n+1
3. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, u, = ——
n

e . n+l 3 . (g
Initialisation, sin=1, _:E: Uy, la propriété est vérifiée pour n=1
n

g lies . . n+1 n+2
Hérédité, montrons pour tout entier naturel nnon nul, que siu, = —— alorsu,+; = 1
n n+
1 R n+1 n 2(n+1)—-n n+2
Up+1=2— — or par hypotheseu,= —— doncu,.+;=2 - 2 ) doncup.q =

u, n n+l  n+1 n+1l
La propriété est héréditaire.
. . n+1
Conclusion : La propriété est héréditaire et initialisée donc pour tout entier naturel n non nul, u, = ——.
n

Partie C Etude de (S,)

. v n+1 n+1
1 Pour tout entier naturel nnon nul, u,=e """ doncv,=1In(u,)oru,= —— doncv, = In(Lj

n n

soitv,=In(n+1)-In(n).

2 Sz=vi+vy+vg=In2+[In3-In2]+[In4-1n3]=1In(4)
3 vy o= @®—_

v, = @ - T

va = M- - e

Voor = It — Tnt<l)

Vo = In(n+1) - Tmm—_

donc par addition terme aterme : S, =In(n+1), lim Inx=+odonc lim S,=+ .

X =+ n—+w



EXERCICE 5 5 points Candidats ayant choisi I’enseignement de spécialité

-4 6 10) (-26) , (-46)(-46) (16-18 —24+30) (-2 6
1 A+21= +2 - A?= x _ _
-3 5 01 -3 7 -3 5)(-35) |12-15 -18+25 -3 7

doncA2=A+21.
2 A?=A+21doncA®=AxA?=Ax(A+21)=A’+2A=A+21+2A =3A+2]
A‘=AxA®=A(BA+21)=3A*+2A=3(A+21)+2A=5A+61
3 Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, A"=r, A +s, I.
Initialisation : A= 1=0xA+1x1=ryA+sg |, lapropriété est vérifiée pour n =0

ro.,=r, +s,
Hérédité, montrons pour tout entier naturel n, siA"=r,A+s,lalorsA" ' =r,,; A+, |avec { ' )

sn+l= rn
A"*1=Ax A"or par hypothése A"=r, A+s,ldoncA"* ' =A(r,A+s,1)=r,A%+s,A

2 n+1 n+1 rn+1=rn+sn
orA“=A+21 donc A =rp,(A+21)+s,A=(rp+s,)A+2r,ldoncA =rn+1A+s,+qlavec )
sn+l= rn

La propriété est héréditaire.
Conclusion : La propriété est héréditaire et initialisée donc pour tout entier naturel n, A"=r, A +s, I

4 Kn+1=Fn+1—=Sn+1=rp+sp—2r,=s,—rydonck,.; =—k,
La suite (k) est géométrique de raison — 1, donck, = (1) "koorkg=ro—sg=-1donck,=-(-1)"

5 tn:2n71tlaVECt1:r1+_—1 dOI’lCtlzl—lzz donctn:2”4><3=2_
3 3 3 3 3
n n n_(_1\n n 4y n+l
6 tn:rn+(_1) :2_ doncrn:Z ( 1) :2 +( 1)
3 3 3
n-1 _qyn n 3o
Sn:2rn71dOI’lCSn:2><2 +( 1) :2 +2>3<( 1)
n n -4 6 1 0
7 A :rnA+3n|d0nCA =r,x +5, X
-3 5 01

AN = —4r, +s, 6r,
| -3r, 5r, +s,
2" —-(-1) +2 +2x(-1)" _ 2" (-4+1)+(2+4)x(-1) = 2" 4 2x (—1)"
3 3 3
2 —g—l) L2 +2;(—1) _ 2 (5+1)+(§—5)><(—1) — 22" (1) = 2" ()"

—4rp+s,=—-4x

5rp+s,=5x
3rn:3><#:2”—(—1)”donc

AP = —2"+2x(-1)" 2"t -2x(-1)"
- _2n+(_1)n 2n+l_(_1)n



