ENONCE

Soit f une fonction définie et dérivable sur IR— {— 3}, dont le tableau de variation est le suivant :

x |- -4 -3 -1 oo
f(x) - 0 + + 0 +
+ oo + oo + oo
7 —*
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On sait, de plus, que pour tout réel x = — 3, f (x) peut s'écrire sous la forme : a x> + b +

az0etc=0).
1. a. Alaide des indications fournies par le tableau, déterminer la fonction f.

r ou a, b, ¢, d sont quatre réels (avec
X+

(x+1)2 (x +e)
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b. Démontrer qu'il existe un réel e tel que : pour tout x € R— {3}, f'(x) = (x+3)°
X+
c. Justifier toutes les informations du tableau de variation de f.
2. Soit C la courbe représentative de f dans un repére du plan et P la parabole d'équation y = X? — 2 dans le méme repére.
a. Prouver que P coupe l'axe des abscisses en deux points que I'on déterminera.
b. Prouver que C coupe l'axe des abscisses en seul point A. On déterminera une valeur approchée de l'abscisse de A & 10 2 preés.
c. Etudier la position relative des courbes C et P.
d. Prouver que P est une courbe asymptote de C en — o et en + 0.
e. Construire P et C.
f. Résoudre algébriquement I'inéquation : — 0,1 < f (x) — (EXZ —2) <0,1. Interpréter graphiquement.
CORRECTION
1.a. D'aprés le tableau de variation, on a entre autre que x = — 3 donc d = 3, de plus :

f(—4):10etf'(—4):0;f(—l):—%etf'(—l):O

f(-4)=16a+b-c=10
fi(-4)=-8a-c=0 16a+b-c=10
f'(x):2axf%donc f(_1)=a+b+£=_1 & Cc=-8a
(x+3) 2
a+b—4a:—Z
f(-)=-2a-2=0 2
4
24a+b+3a—b=10+Z a=l
2 2 1 4
< {b=10-24a & 4b=-2doncf(x)= =x?-2—- —
2 X+3
c=-8a c=-
3 2
1b f'()=x+ 4 = X°+6X +92x+4
(x+3) (x+3)

X3+6Xx2+9x+4=(x2+2x+1)(x+e)
X2+6x2+9x+4=x>+(e+2)x*+(2e+1)x+e
donce+2=6,2e+1=9ete=4
doncx3+6x2+9x+4=(x2+2x+1) (x+4)

(x+1)2 (x+4)

24a+b=10

<3 c=-8a

—3a+b=—Z
2

f'(x) =
®) (x+3)?
1.c. Un carré est toujours positif ou nul donc f '(x) a le méme signe que x + 4, et s'annule pour x = -1
X — o0 -4 -3 -1 + o0
f'(x) - 0 + | + 0+

d'ou le sens de variation de f
Il suffit ensuite de déterminer les limites de f aux bornes du domaine de définition



F)= 2x2-2— — % or lim 1x2_2=+wet lim —2— =0 donc lim f(x) =+
2 X+3 X—>to 2 X>tm X 4 Xt oo

lim $x?-2= 26t lim —2 =+ donc lim f(x)=—o

x—>-3 2 2 x—>-3" X+ 3 xX—>-3%

lim lx2—2:§et lim 4 =—o donc lim f(x)=+o

x—>-3 2 2 x>-3" X+3 X—>-3"

2.a P coupe 'axe des abscisses quand %xz —2=0soitsi x?=4donc si x = 2 ou x = — 2 donc P coupe I'axe des abscisses en deux
points A; (-2 ;0)et A, (2;0).

2.b  festdécroissante sur ] — o ; — 4] et croissante sur [4 ; — 3 [ donc f admet un minimum en — 4; f (— 4) = 10 donc pour tout x de
]1-o;-3[, f(x) =10 donc C ne coupe pas l'axe des abscisses sur] — o ; — 3 [.

f est définie continue, strictement croissante sur ] -3 ;+ o [,f(]-3;+©[)=]-o;+w [, donc0 e f(] -3 ; + « [) donc I'équation
f (x) = 0 admet une seule solution cc sur]—3; + o [.

La courbe C coupe donc I'axe des abscisses en un seul point d’abscisse oo sur]—3; + o [.

f(2,34) <0 et f(2,35) > 0 et I'bquation f (x) = 0 admet une seule solution o sur ] — 3 ; + « [ donc f s'annule sur ] 2,34 ; 2,35 [ donc
2,34<a <235

2.c. f(x)—(%xz—Z):— ig doncsix>—3,f(x)—(%x2—2)<0doncCestendessousdePsur]—3;+oo[
X+

six<—3,f(x)—(%x2—2)>OdoncCestaudessusdePsur]—oo;—3[.

f(x)—(%xz—Z):—%et lim % =0donc lim f(x)—(%xz—Z):OdoncPestasymptoteéCen+ooet—oo.
X+ X—>+w

X—>*w X+

2.f. f(x)— (%x2 -2)=- LS , on doit donc résoudre — 0,1 < — 3 < 0,1 soit en multipliant par — 1, il suffit donc de résoudre
+ X+

-0,1< 4 < 0,1. On ne peut travailler qu'avec des nombres de méme signe donc deux cas :

X+3

Casl1:0< i3 < 0,1 donc en passant aux inverses : XT+3 > 10 soit x + 3 > 40 donc x > 37
X+

Cas2:-0,1< is < 0 donc en passant aux inverses : XT+3 <-10s0itx +3<—-40donc x <—43
X+

Sixe]—w;-43[u]37;+ o], I'écart entre la courbe et la parabole est inférieur a 0,1.
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