La Réunion, juin 2005
On se propose de démontrer qu'il existe une senlgibnf dérivable sur IR vérifiant la condition
c f (=x)f '(x) =1 pour tout nombre rée
© f(0O)=-4
(ouf ' désigne la fonction dérivée de la fonctfgret de trouver cette fonction.
1. On suppose qu'il existe une fonctf@atisfaisant la condition (C) et on considéresalarfonctiong définie sur IRpar :
g () =f(=xf(Xx).
Démontrer que la fonctidme s'annule pas sur R.
Calculer la fonction dérivée de la fonctign
En déduire que la fonctianest constante et déterminer sa valeur.

2 pop

On considére I'équation différentielle (B)":= % y.

Montrer que la fonctiofest solution de cette équation et qu'elle véfif@ = — 4.

2. Question de cours

X

a. On sait que la fonctior — e*® est solution de I'équation différentielle (E). Dmtrer alors que I'ensemble des solutions de

X
I'équation (E) est I'ensemble des fonctions, dédisiur IR, de la forme - K e, ou K est un nombre réel quelconque.
b. Démontrer qu'il existe une unique solution dgquation différentielle (E) prenant la valeur -40e
3. Déduire des questions précédentes qu'il existeseule fonction dérivable sur IR satisfaisantdadition (C) et préciser
guelle est cette fonction.

CORRECTION

l.a Pour tou réel,f (- x) f'(x) = 1 dond (x) f '(~x) = 1 donc pour tout réel,f (x) #0

b. La dérivée deouest { ou) x u'ici v =f etu est la fonction telle qua(x) = —x donc la dérivée dig(— x) est - '(—X)
g == f () +f(=x) (X

C. Pour tou réel,f (—x) f'(x) = 1 dondf () f'(—x) =1

donc en remplacant dag$x) = —f'(-=x) f (X) +f (-=x) f'(X),onag(x)=—1+1=0
g est constante donc pour toutéel,g(x) = g(0) = [f (0)] > = 16
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d. g(x) = 16 dond (—x) f (X) = 16,f ne s'annule pas sur [0 pet[ doncf (X) = r()
- X

Yoy — (R vy~ 1
orf(—x) f'(x) =1 donc =% =f'(x) doncf'(x) = T f(x)

f est solution de (E) et vériffg0) = — 4 (par hypothéese)

2. Question de cours

a. Soitg une solution quelconque de (E) d@i®) = %g(x)

Soith la fonction définie pan(x) = g(x) e 1,

_X 1 -X 1
h(X)=g(x) e ¥ ——g(x) e * org'(x) = —g(X
=9 59™ 909 = 159X

donch'(x) = 1—169(x) e 16 _ %g(x) e 6 =0

donch est constante sdi(x) = K, ou K est un nombre réel quelconque.

X

or h(x) = g(x) e 1=K doncg(x) = Ke®®, ot K est un nombre réel quelconque.

X

b. Les solutions de (E) sont les fonctignge la formex — K e, ol K est un nombre réel quelconque.
g(0) = — 4 donc K 8= — 4 donc K = — 4 donc il existe une unique sotutle I'équation différentielle (E) prenant laexal — 4 en 0.

3. D'aprés la question 1,fskést dérivable sur IR satisfaisant la condition @ysf est solution de (E) et vérifig0) = - 4
d'apres la question B., il existe une unique solution de I'équationédtiitielle (E) prenant la valeur — 4 en 0,

X

donc sif est dérivable sur IR satisfaisant la condition 4@)sf (x) = — 4 e

X

Vérification: f (X) =—4e 6 festdérivable sur R

f'(x) = e16 doncf (= x) f'(x) = 1 de plug (0) = — 4 dond vérifie les conditions (C).



