EXERCICE 1 (4 points)
On considére la suite numérique, ( définie sur IN par :
Ug = a, et, pour tout entiam, u,,1=u,(2 —u,) oua est un réel donné tel que @< 1.

1° On suppose dans cette question aqae%.

a) Calculeru, etu,.

b) Dans un repere orthonormal (unité graphique 8 ctracer, sur l'intervalle [0 ; 2], la droited'équatiory = x et la courbe P
représentative de la fonctibnx - x (2 —x).

c) Utiliser d, et P pour construire sur I'axe des abscissgmiass A;, A ,, A ; d'abscisses respectives, u, etus.

2° On suppose dans cette questionaast un réel quelconque de l'intervalle ] 0 ; 1 [.

a) Montrer par récurrence que, pour tout entied <u, < 1.

b) Montrer que la suiteu(, ) est croissante.

c) Que peut-on en déduire ?

3° On suppose a nouveau dans cette questioa qué. On considére la suite numériqug)(définie sur Npaxv,=1 —u,.

a) Exprimer, pour tout entier, v, . ; en fonction dev ..
b) En déduire I'expression dg en fonction den.
c) Déterminer la limite de la suite (), puis celle de la suitei).

EXERCICE 2 ( 5 points)

Premiére partie
On considére, dans I'ensemble des nombres compl&mgstion suivante (E)z> + 2z?— 16 = 0.

1° Montrer que 2 est solution de ( E ), puis qi)(peut s'écrire sous la forne« 2)@z*+b z+c) = 0 oua, b etc sont trois
réels que l'on déterminera.
2° En déduire les solutions de I'équation ( E sdoume algébrique puis sous forme exponentielle.

Deuxiéme partie
Le plan complexe est muni du repére orthonormalcdifo, i, v ).

1° Placer les points A, B et D d'affixes respedg=—2—-2i zg=2 etzp=—-2+ 2.
2° Calculer I'affixezc du point C tel que ABCD soit un parallélogrammiacer C.

3° Soit E l'image du point C par la rotation detoemB et d'angle —; et F lI'image du point C par la rotation de cemret

T
d'angle +—.
g 2

a) Calculer les affixes des points E et F, notaestzr.
b) Placer les points E et F.
- Zg—Zp _ .
4°a) Vérifier que———— =i .
Zg —Zp
b) En déduire la nature du triangle AEF.

5° Soit | le milieu de [EF]. Déterminer I'image ttiangle EBA par la rotation de centre | et d'ang%[.
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EXERCICE 2 ( 5 points) Spécialité
Les deux parties de cet exercice peuvent étréémide facon indépendal

Premiére partie
ABC est un triangle direct du plan orienté.

On désigne respectivemeudr |, J et K les milieux de [AB], [BC] et [C/

Soita un réel qui conduit a la réalisation de la figwimfe c-jointe sur laquelle on raisonnera.
La figure sera jointe a la copie.

d, est I'image de la droite (AB) par la rotation datee | et d'ane a.

d, est I'image de la droite (BC) par la rotation deteeJ ed’anglea.

d;est I'image de la droite (CA) par la rotation detoeK et d'angla.

A ; est le point d'intersection dig etds, B, celui ded, etd,, et C; celui ded, etd .

1° On appelle H le point d'intersection de (BCd ;. Montrer que les triangles H | B et H;B sont semblable
2° En déduire que les triangles ABC et B.; C; sont semblables.

C
dz
Ci
K J
d;
a
a
A 1 B
1
ds

Deuxiéme partie

Le plan complexe est muni du repére orthond direct (O ;U ,V).

A - Construction de la figure

1° Placer les points A—4-HB (14),C-4+61i),A(3-71i0),B,(9+5i)etG (-3 -).

2° Calculer les affixes des milieux |, J et K des segs [AB], [BC] et [CA]. Placer ces points sur la figt
3° Montrer que A, |, B, sont alignés.

On admettra qud 4, J, C; dune part, eC 4, K, A, d'autre part sont alignés.

4° Déterminer une mesure en radians de I'ar 1B E )-
On admettra quéKA ,KA ;) = 2 et(JC,JC,)= 1

5° Quelle est I'image de la droite (AB) par la rotatie cetre | et d‘angleg ?

B Recherche d'une similitude diresteansformant ABC en ;B; C1.
On admet qu'il existe une similitude direstigansformant les points A, B et C respectivemenA 1, B, et C;.

1° Montrer que I'écriture complexe destz = (% +% i] z+ 2 -2, ouzetZ désignent respectivement les affixes d'un pdi

de son image p&

2°a) Déterminer le rapport et I'angle de

b) Déterminer I'affixe du centr@ des.

3° Que représente le poi@tpour le triangle ABC
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PROBLEME (11 points)

2 1 Fav Y_F3 2] Fiw Y _Fev |7
On considére la fonction numérigfidéfinie sur R paf (x) =x2e*"1— X? . ~ £2lzcon|TraceRecraph[mathlorauly ¢
Le graphique ci-dessous est la courbe représeatdécette fonction telle que
I'affiche une calculatrice dans un repére orthorbrm
Conjectures
A l'observation de cette courbe, quelles conjestyrensez-vous pouvoir faire
concernant
a) le sen;_de variation desur [ -3 ; 2] ’> — o - a—
b) la position de la courbe par rapport a I'ax&)?

Dans la suite de ce probléme, on se propose d#evalu non ces conjectures et

de les compléter.

Partie A : Contrdle de la premiéere conjecture.

1° Calculerf ' (x) pour tout réek, et I'exprimer a l'aide de I'expressigx) oug est la fonction définie sur R par :
gix) = (x+2)e -1,

2° Etude du signe dgXx) pourx réel.

a) Calculer les limites dg(x) quandx tend vers +o puis quand tend vers -eo,

b) Calculerg' (x) et étudier son signe suivant les valeurs.de

C) En déduire le sens de variation de la foncgippuis dresser son tableau de variation.
d) Montrer que I'équatiog(x) = 0 posséde une unigue solution dans IR. Onamaette solution.
Montrer que 0,20 « < 0,21.

e) Déterminer le signe dgx) suivant les valeurs de

3° Sens de variation de la fonctibsur R.

a) Etudier, suivant les valeurs gele signe dé ' (X) .

b) En déduire le sens de variation de la foncfion

C) Que pensez-vous de votre premiére conjecture ?

Partie B : Contréle de la deuxiéme conjecture.
On note C la courbe représentative de la fondtidens un repére orthogonal (D,;] ) . On se propose de contréler la position de la
courbe par rapport a l'axe '(x).

1° Montrer qud (0) = ——.
e @)= S a2

_ox®

2(x+2)

a) Calculerh' (x) pourxd [0 ; 1], puis déterminer le sens de variatiomder [0 ; 1].

b) En déduire un encadrementfde).

3°a) Déterminer les abscisses des points d'intersedida courbe C avec I'axe').

b) Préciser alors la position de la courbe C papodapa I'axe des abscisses.

c) Que pensez-vous de votre deuxiéme conjecture ?

2° On considere la fonctidmdéfinie sur l'intervalle [ 0 ; 1] pda(x) =

Partie C : Tracé de la courbe.
Compte tenu des résultats précédents, on se prdpdseacer la partiE de C correspondant a l'intervalle [ — 0,2 ; Ociélns le repére

orthogonal (O , ] ) avec les unités suivantes :

Sur I'axe X'x) : 1 cm représentera 0,05

Sur l'axe ¥'y) : 1 cm représentera 0,001

1° Recopier le tableau suivant et compléter cdlaidaide de la calculatrice en indiquant les uedeapprochées sous la forme
10~ *(n entier relatif).

-0,20-0,15-0,10-0,03 0 | 0,05| 0,10, 0,1% 0,20 0,25 0,30 0B85 040

X
f ()

2°- Tracer alor§ dans le repére choisi.

Partie D : Calcul d'aire.

On désire maintenant calculer I'aire du domainefné délimité par la courbie, I'axe des abscisses, I'axe des ordonnées wiita d
d'équatiorx = 1 — In(2).

1° A l'aide d'une double intégration par partiggedminer une primitive sur IRde la fonction. x?e*.

2° En déduire une primitive F sur Rde la fonction

3° Calculer alors, en unités d‘aire, I'aire du dio® puis en donner une valeur approchée eh cm
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CORRECTION
EXERCICE 1 (4 points)

15 15 15 1695
1°a. u;=up(2—-ug=— doncu,=u(2-u)=—|2-—|=—
1=Uo(2—Ud = 2=t1(2 )= [ 64) 4096
2°a. 0<a<1donc lapropriété est vraie pour 0
Montrons que pour tout n && si la propriété vraie pour un rangalors elle est vraie au rang- 1.

Un+1=2Up—UZdoncun,1=1—(1—,+u,?)soituns1=1—(1-u,)?

O<up<ldoncO0<1l4,<ldoncO<(l4,)’°<ldonc—1<-—(la,)?<0donc0<1—(lu,)2<1ldoncO<u,,;<1

La propriété est vraie au rang+- 1 donc pour tout deN .

On aurait pu démontrer cette propriété en utilisafonctionf : f (x) = 2x —x?

f eststrictement croissante sur [0 ; 1] donc si Qug< 1 alorsf (0) <f (u,) <f (1) soit 0 <u, .1 < 1 d'ou la conclusion.

b. Un+1—Up=Un(2-Up) —U,=u, (1 -uy,)
O<up,<ldonc0<14d,<1donau,.;—Uu,>0,lasuitey,) estcroissante.

C. La suite (1)) est croissante et majorée par 1 donc est converge

3°a. Vps1=1-Ups1=1—-2uy+u.2doncvy, 1= (1-uy?=v,2

b)  Vvi=vo®;Va=vi?=(vo?)P=ve??
Vs =V22 - (V02>< 2) 2 =V02><2><2
. e pe n
Soit la propriété : pour tout n @& v, = (v0)2
La propriété est vraie pouar=0
Montrons que pour tout n && si la propriété vraie pour un rangalors elle est vraie au rang+ 1.

n 2 n n+1l
Vorr =V = [ (V)| = (vo)* "2 donevy. 1= (v)?

La propriété est vraie au rang+ 1 donc pour touh deN.

C) O<vg<let lim 2"=+wdonc lim v,=0oru,=1-v,donc lim u,=1

n- +o n-+ow n-+ow
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EXERCICE 2

Premiére partie

1°  23+2x(2?)-16=8+8-16 =0 donc 2 est solution de)( E

(z-2)@z?+bz+c)=az’+(-2a+h)z?+ (- 2b+c)z—2c

donc par identification des coefficients des terashesnéme degréa=1;-2a+b=2;-2b+c=0et—-2=-16
donca=1;b=4etc=8

z%+22°-16=¢-2) >+ 4z+8)

2°  7°+27°-16=0- (z—-2)@°+42z+8)=0< z—2=00w?+4z+8=0
A=16-4x8=-16=(4i)dong;=—2+2ie,=-2-2i
z%+2z?-16 =0 a pour solutiongy=2;z,=—2+2ie,=—2-2i

|-2+2if=4+4donc|-2+2i|=g2

21:—2+2i:2\/_2 (cosB + i sinB) donc cosB:—% et sin@ = % donc6:37n + 2kt

.3n 3

z,=2/2 e % doncz, = z, =22 e ¢

Deuxiéme partie
1° Figure :

Pt

A

2° ABCD est un parallélogramme si et seulement3C: = AB donczc—zp=2Zg—2Zp SOitzc=2zp+2Zg—2Za
donczc=—-2+2i+2+2+2i=2+4i

. i il ) .
3°a. La rotation de centre B et d'anglez—, transforme C en E tel queg —zg = € 2 (zc—2zg) sOitzg=—i(zc—2zg) + 2B
donczg=-i(2+4i—-2 +2donzg=6
LT
La rotation de centre D et d'ang]zé, transforme C en F tel queg—zp = e 2 (zc—2zp) soitze=i(zc—2zp) +Zp

donczg=i(2+4i+2-2)-2+2i.don@g=—4+61.

Zp -2
4°8) Zp—2Zpa=—-4+6i—(-2-2i)=—2+8ielde—2za)=i(6-(-2-2i)=i(8+2i)=—2+80odc ——= =i.
Zg = Zp

b) ZF—ZAzi(ZE—ZA) 0r|i|=1d0nCZ,:—ZA|=|ZE—ZA|d0nCAF=AE

..M Zp—Zp T — — 1l
argi=— +2kmdonc arg——— = — + 2kmdonc (AE,AF) = — + 2kTt

2 Zg -2, 2 2

Le triangle AEF est donc direct, rectangle, isoeFleA.
5° | a pour affixe z, = %(ZE +2zF) =1 + 3idonc la rotation de centre | et d'angl%[, transforme le point M d'affixe en le

point M' d'affixez avec Z -z, = e 2 (z—z)soitz=—-i(z-z/)+z,doncz=—-i@z-1-3i)+1+3isot =—iz—2+4i
Z2'a=—izp—2+4i=-i(-2-20))—2+4i=-4+6k¢

2'g=—izp—2+4i=-2i-2+4i=-2+2iz

2 =—iz2g—2+4i=-61-2+4i=-2-2izr

: . . 1 .
Le triangle ABE est transformé par la rotation datee | et d'angle > en le triangle ADF.
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EXERCICE 2 ( 5 points) Spécialité

1° H est le point d'intersection des droiteset (BC) donc les angleﬁi et IHB sont opposés par le sommet donc ont la
méme mesure.

d, est lI'image de (BC) par la rotation de centreahglea donc I'angleCf]E1 a pour mesure, les angles(f]?1 et IT]El sont
opposeés par le sommet donc ont la méme mesureﬁiﬁl =HJB

—

Les triangles H | B et H BJ ont deux angles égaux deux a detﬁ-t_\B1 =IHB etHJ B,= Ii]\B, donc sont semblables.

2° Soit L le point d'intersection dab, et (AC)
On démontre de méme que les triangles CJL et K&@ht semblables donc que les an@ et LCJ ont la méme mesure, soit

encoreA,C,B,=ACB
Les triangles H | B et H BJ sont semblables donc les ang@?] et HBI ont la méme mesure soit encorAjTBl\Clz,@l\C.

Les triangles ABC et AB; C; ont deux angles égaux deux a deml =ABC et Aﬁl =ACB donc sont semblables.
Deuxiéme partie
A - 2° | a pour affixez, = %(ZA+ZB):5—3i ; J a pour affixe; = %(ZB+ZC) =5+ 3i;Kapour affixey = %(ZA+ZC):—4

3° m apouraffixe:3—74’-(5—3i):—2—4i1§i apouraﬁixe:9+5i—(5—3i):4+8id0§1 :—Zm
donc Ay, |, B sont alignés.

— Zg —Z i N (A— i
4° IB apouraf'fixe:14—(5—3i):9+3i;dc.“.cBl ! :4+8! _4 xw
Zg - Z, 9+3i 3 B+i)(3-1)
Zp —Z —it+6i
B, I:£x3 |+6|+2:§(1+i),

1 +iestun complexe de modu{,@ et d'argumend tel que :ﬁ (cos@+isinB)=1+i

2 Zg —2Z —
donc cosﬂ=— =£ et sinB = L =£ donc6=E +2km (kO Z) donc argL :%[ + 2kt (kO Z) donc (B,

J2 J2 2 4 Zg -2,

1B;) :%‘ +2km(k 0 2)
5° La rotation de centre | d‘ang% transforme l en | et B en B' tel que IB = IB' &;(, E") = %[ +2km(kO 2)
or (@ ,E) = 1—: + 2kt (kO Z) donc (EE) =0+ 2k (k0 Z) donc B' appartient a la droite ({B=d;

Une rotatiorr transforme une droite (MN) (M N) en la droite (M) r(N)) donc la rotation de centre | d'anggetransforme la droite
(AB) = (IB) en la droite (IB") =d ;

B Recherche d'une similitude directe transfornfeB€ en A; B; C,.

1° s est une similitude directe donc I'écriture compleesestz =az+b

S(A)=A;donc3-7ia(-4-6i)+b
s(C)=C;donc—3—-i=a(-4+61i)+b

donc par différence terme aterme : 6 —6 i =+d2oiti (6 —6i) = 12 donca= (% +—; ij

en remplagcantb=3 -7 —[% +%|j (-4 -6i)dond=2-2i. L'écriture complexe deestz' = [% +%ij z+2-2i

(ce qui suit n'est pas demandé)
On vérifie que sk = 14 alorg' = 9 + 5 idonc ques est une similitude directe transformant ABC enB\, C,.

2°a) |a|—£

2
etarga= Z + 2k 1t(k O Z) doncs est une similitude directe de rappé/mi et d'angleg.

b) Q est le point invariant pardonc son affixe vérifiez = [% +%ij z+2-2isoit2z=(1+i)z+4—-4isoit(1—-ix=4—-4i
doncz = 4 doncQ a pour affixe 4
3° QA=|-4-6i—4|=10;€8B=]|14-4|=10@C=|-4+6i—4|=10 dorfz est le centre du cercle circonscrit au

triangle ABC.
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PROBLEME

Conjectures
a) f semble étre croissante sur[—-3; 2].

b) La courbe dé semble étre en dessous de I'axe des abscisdes3su0 | et au-dessus sur [0 ; 2]

Partie A : Contrble de la premiére conjecture.
2

1° f(x :xze"‘l—X? doncf '(X) = 2xex‘1+xzex‘l—%x 2xsoitf'(x) =x (2 +x) e *=x = x g(x)
2°a. lim e !'=+wet lim x+2=+wndonc lim g(x) =+

X - +o X - + o X - + 00
gx) =xe* " '+2e* - 1or lim xe*=0et lim e*'=0donc Iim gx)=-1

X —» —00 X - —00 X - — 00

b) g =x+3)e"
La fonction exponentielle est strictement positue R,x + 3 > 0= x> — 3 d'ou le signe d#(X) :
Six<—3,0X)<0;six==3,gx)=0;six>-3,gx)>0

©)
X — 00 -3 + o0
9 - 0 +
g -1 + o0
\ B e_4_ 1 /
d) lim g(x) =— 1 efg est strictement décroissante surd :— 3] doncg ne s'annule pas sur pe-; — 3].
X —» — 00

g est définie continue strictement croissante suB[; +oo [ ; g([—3;+o ) =[-e *—1;+w[;00[-e %~ 1; +w [ donc I'équation
g(x) = 0 admet une seule solutiarsur [ — 3 ; 4oo [.
g est strictement croissante sur [ — 3o fetg(0,20) < 0 eg(0,21) > 0 donc 0,20 & < 0,21

e) g est strictement croissante sur [ — 3op fetg(a) = 0 donc si — I x <a alorsg(x) < 0 ; six =a alorsg(x) = 0 ; six > a alors
9() >0

X — 00 a + 00
9(x) - 0 +
3°a. f'(X) =xg(x) donc
X — 00 0 a + 0
9(x) - - 0 +
X - 0 + +
f'(x) + 0 - 0 +

b) sur ] —o ; 0], f est croissante, sur [@] , f est décroissante, sur [ + o [, f est décroissante.
C) On avait supposkétre strictement croissante sur IR f est décroissante sur [@], donc la premiére conjecture est fausse.

Partie B : Controle de la deuxieéme conjecture.

1° a est solution dg(x) =0 donc ¢ + 2) e* "'~ 1 =0, et 0,2 « donca + 2z 0 et & ~'= 12
a
_ _ .3
1‘(0():c>(2e“‘1—10(2 soitf () = a2 L _lpeog2[ 1 _1)_422-(@*2) doncf (a) = — 2
2 a+2 2 a+2 2 2(a+2) 2(a+2)
-x3 3 2 3
2° a) h(X)=—X=—l X soitu(x)=x3etv(x)=x+2alorsh'(x)=_1 3x7(x+2)—x
2(X+2) 2 (X+2) 2 (X+2)2
2 _ 2 2
h'(x):_lx [3(x+22) x| :—ELXZG)SOHH(X):—X (x+§)
2 (x+2) 2 (x+2) (x+2)
X2 (x+3) , o _ o _
sur]0; 1]W > 0 donch'(x) < 0 eth'(0) = 0 dondh est strictement décroissante sur [ O ; 1].
X +

b) h est strictement décroissante sur [ 0 ; 1] doncreer@,20 <a < 0,21 alord(0,20) >h(a) > h(0,21)
or h(a) =f (a) donc — 0,0021 4(0,21) <f (a) < h(0,20) < - 0,0018 soit — 0,0021f €0) < — 0,0018
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2
3°a) f(x) =x2ex-1—x7 =x2(ex‘1—%)

f(X)=0 < xz(e"‘l—%):O«a szoué“l—%:Oa szoux—lzlr(%] =—In2- x=0oux=1-1In2

b)
X — 0 0 1-In2 + 00
X2 + 0 + +
ex‘l—l - - 0 +
2
) — 0 - 0 T

doncf est en-dessous de I'axe des abscisses sur }— In 2] et au-dessus sur [1 —In 2 f.
C) 1 -1In 2 > 0 donc la deuxieme conjecture estdaus

Partie C : Tracé de la courbe.

10
X - 0,20 -0,15 - 0,10 - 0,05 0 0,05
f(x) [-80.107|-41.10"/-17.10%| -4.10"| 0.10" | -3.10"
X 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,44
f(x)|-9.10"| -16.10%] -20.10" | -17.10"| -3.10°] 27.10° | 78.10*
2°-
14 17 /
6.2 "/ 0 1 .2 /0,3
4 6,002

Partie D : Calcul d'aire.
1° La fonctiont — t2e".est continue sur R donc G est la primitive nuiedede la fonction — t2e'.
u(t) =t? u'(t) = 2t

v't)=e' v(t)=e' donc GK) = [tzet ]3 —2J-X te' dt =x2ex—2J-X te' dt
0 0

ut) =t ui)=1
vit)=e' v(t)=¢
jx tetdt = [tet ]; —IX et dt doncjX te'dt =xe*— [et ]; =xe*-(e-1)=k-1)&+1
0 0 0
donc GK) =x?e*—2[(—1) &+ 1] soit GK) = (x*— 2x+ 2) & -2
Une primitive est connue & une constante prés lddienctionx - (x?— 2x + 2) € est une primitive de la fonction— x?e*.

Pondichéry Avril 2003

0,4



20 f (%) :Xzex—l__x7 :XZGXe_l—%XZdOHC FQ) = (X2 — 2x + 2) exe—l_%xs

FX) = [(x— 1)% + 1] ex‘l—%x3

1-In2

3° f est négative sur[0; 1 —1In 2]d0ncAj: " - f({t)dt =—F(1-1In2)+ F(0)
0

A=—[(n2)*+ 1]e"”2+%(1_|n2)3+e—1

A=—% [(In2)2+1]+%(1—ln2)3+e‘1

A est exprimé en unités d'aires.
or sur l'axeX 'x) : 1 cm représentera 0,05 donc 1 unité correspo®@ cm et sur I'axe/ (y) : 1 cm représentera 0,001 donc 1 unité
correspond & 1000 cm donc 1 unité d‘aire correspa@ 000 cr

A=[—% [(In2)2+1]+%(1—ln2)3+e‘]><20000=7cm2
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