Antilles Guyane juin 2016

Partie A
On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x)=xe 1o

1. Calculer la limite de la fonction f* en + oo.
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Indication : on pourra utiliser que pour tout réel x différent de 0, f(x)=—x
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On admettra que la limite de la fonction f en — o est égale a 0.

2.a. Onadmet que f est dérivable sur R et on note /' sa dérivée.

XZ

Démontrer que pour tout réel x, f'(x)=(1-2x)e'"
b. En déduire le tableau de variations de la fonction .

Partie B

On considére la fonction g définie pour tout réel x par g (x) =e ! .

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé dans un repére les courbes représentatives C s et C ¢ respectivement des fonctions f et g.
Le but de cette partie est d’étudier la position relative de ces deux courbes.
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1. Aprées observation du graphique, quelle conjecture peut-on émettre ?
2. Justifier que, pour tout réel x appartenant a | — o ; 0], f (x) < g (x).
3. Dans cette question, on se place dans I’intervalle ] 0 ; + oo [.
On pose, pour tout réel x strictement positif, ®(x) = Inx — x2 + x.
a. Montrer que, pour tout réel x strictement positif, / (x) < g (x) équivaut a ®(x) <O0.
On admet pour la suite que f (x) = g (x) équivaut a ®(x) = 0.
b. On admet que la fonction @ est dérivable sur ] 0 ; + oo [. Dresser le tableau de variation de la fonction ®. (Les limites en 0 et
+ oo ne sont pas attendues.)
c En déduire que, pour tout réel x strictement positif, ®(x) < 0.
4.a. La conjecture émise a la question 1. de la partie B est-elle valide ?
b. Montrer que C s et C ¢ ont un unique point commun, noté A.
c Montrer qu’en ce point A, ces deux courbes ont la méme tangente.
Partie C
1. Trouver une primitive F de la fonction f* sur R.
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2. En déduire la valeur de J-

0
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(e1 T_xel™ )dx.

3. Interpréter graphiquement ce résultat.
CORRECTION
Partie A
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1. Pour tout réel x différent de 0, f(x)=—x— or lim —=0et lim —=+odonc lim -=0donc lim f(x)=0
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2.a. Soit s ,alorsf2(x)=e' ™ —xx2xe' T =(1-2x%2)e'""
vix)=e'™" v'(x)=—2xe'"

Pour tout réel x, f'(x)=(1-2x>)e' ™" .






b. La fonction exponentielle est strictement positive sur R donc f”(x) a le méme signe que 1 —2 x2
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Partie B
1. Graphiquement : C s est en dessous de C g et les deux courbes sont tangentes au point de coordonnées (1 ; 1).
2. La fonction exponentielle est strictement positive sur R donc pour tout x de ] — o0 ; 0 ], £ (x) <0 et g(x) > 0 donc, pour tout réel

x appartenant a | — oo ; 0], f(x) < g(x).

3.a. Pour tout réel x strictement positif, / (x) < g (x) < xe' " <el*oIn (xel’xz)Slnel”‘anx-i- 1-x2<1-x

Shx+x—x2<0< d(x)<0.

b. La fonction @ est la somme de deux fonctions dérivables sur ] 0 ; + oo [ : la fonction x — In x et le polyndme x — —x 2 + x donc
la fonction @ est dérivable sur ] 0 ; + oo [.
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c. @ est croissante sur ]0 ; 1 | et décroissante sur [1 ; + oo [ donc @ admet un maximum en 1, (1) = 0 donc, pour tout réel x

strictement positif, ®(x) < 0.

4.a. Pour tout réel x strictement positif, / (x) < g (x) < P(x) <0 donc pour tout réel x strictement positif, C s est en dessous de C .
Pour tout réel x appartenant a | — o ; 0], f (x) <g (x) donc C est en dessous de C g, la conjecture est démontrée.

b. pour tout réel x appartenant a | — oo ; 0], f (x) <g (x) donc sur ] —o0; 0 ], C, et C, n’ont pas de point commun.
f)=gx)=dx)=0=x=1
C/ et C, ont un unique point commun, noté A d’abscisse 1.

c Pour tout réel x, f'(x)=(1-2x2)e' ™" ,etg’(x)=—e'!*donc/’(1)==g(1)=—1
Les tangentes a C; et C 4 au point d’abscisse 1 sont deux droites passant par un méme point A, de méme coefficient directeur — 1 donc
sont confondues.

Partie C
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1. f= —Eu’(x) €@ avec u(x) = 1 — x2 donc une primitive de /" est F définie par F(x) = -5 e'”
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3. J‘ (e e xelt ) d x estI’aire du domaine compris entre C, et C et les droites d’équation x =0 et x = 1.
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