Liban juin 2008

EXERCICE 1 4 points

Une urne A contient quatre boules rouges et sixdsonoires

Une urne B contient une boule rouge et neuf boubéres

Les boules sont indiscernables au toucher.

Un joueur dispose d’un dé a six faces, parfaiteréqrilibré, numéroté de 1 a 6. Il le lance une fi
« <s'il obtient 1, il tire au hasard une boule de fi@rA
e sinon il tire au hasard une boule de I'urn

1. Soit R I'événementle joueur obtient une boule rot ». Montrer quep(R) = 0,15.

2. Si le jouenobtient une boule rouge, la probabilité qu’elfeyienne de A e-elle supérieure ou égale a la probabilité qu’
provienne de B ?

Partie B

Le joueur répéte deux fois I'épreuve décrite dangdrtie A, dans des conditions identiques et iadéante:(c’est-a-dire qu'a I'issue
de la premiére épreuve, les urnes retrouvent lenmposition initiale)

Soitx un entier naturel non nul.

Lors de chacune des deux épreuves, le joueur ¢x euros s'il obtient une boule rouge et perd deuwoswil obtient ue boule
noire.

On désigne par G la variable aléatoire correspdraiamgain algébrique du joueur en euros au terrseddax épreuves. La viable

aléatoire G prend donc les valeurs, 2 - 2 et- 4.

1. Déterminer la loi de probabilité de G.
2. Exprimer lespérance E(G) de la variable aléatoire G en fomciex.
3. Pour quelles valeurs de&-t-on E(G}»> 0 ?

EXERCICE 2 5 pointsCandidats n’ayant pas choisi la spécialité mathémagues

Pour chacune des six propositions suivantes, iediguelle est vaie ou fausse et donner une démonstration de tsépchoisie
Une réponse non démontrée ne rapporte aucun

Partie A

Le plan complexe est rapporté a un repére orthoaoditect(O ;u,v).

1. Soitzun nombre complexe d’argum: g

Proposition 1 : «z*®est un nombre réel ».

2. Soit (E) 'ensemble des points M d’affiz différente de 1 du plan telle q“‘?__z_z ‘: 1.

Proposition 2 : « 'ensemble (E) est une droite paralléle a I'ags réels ».

3. Soitr la rotation d’angle 1—; et dont le centre K a pour affixe+ i \/_3 .
Proposition 3 : « 'image du point O par la rotatic a pour affixe : (1 —\/_3) +i(1+ \/5) ».
4, On considére I'équation (E) suivantz? + 2 co{gj z+1=0.

Proposition 4: « I'équation (E) a deux solutions complexes de neglagaux a 1
Partie B
On considére le cube ABCDEFGH d’aréte 1, rsenté ci-dessous.

Proposition 5 : « le vecteurAG est normal au plan (BDE)
Proposition 6 : « les droites (EB) et (ED) sont perpendicule ».
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EXERCICE 2 5 points Candidats ayant choisi la spéalité mathématiques
Pour chacune des six propositions suivantes, iediguelle est vraie ou fausse et donner une dénadios de la réponse choaisie.
Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point.

1. Dans le plan complexe rapporté a un repére ootmoa direct (O u,v) on considére la similitude direcfed’écriture

complexe z - g(l—i)z+ 4-2i
Proposition 1 : «f =r o h ou h est 'homothétie de rappor 2 et de centre le poif®2 d'affixe — 2 — 2 i et our est la rotation de

s
centreQ et d’angle 2 »,

2. Pour tout entier naturelnon nul :

Proposition 2 : « 56" * 1+ 23"* Lest divisible par 5 ».

Proposition 3 : « 56" * 1+ 23"* Lest divisible par 7 ».

3. Dans le plan muni d’'un repére, (D) est la drditgjuation : 11x — 5y = 14.

Proposition 4 : « les points de (D) a coordonnées entiéres semdits de coordonnéesk3 14 ; 11k + 28) ouk O Z.
4, L’espace est rapporté a un repére orthonormali (@, k ).

La surface ci-dessous a pour équatinm x2 +y?.

Proposition 5 : « la section de la surfageet du plan d’équatior = A, ouA est un réel, est une hyperbole »

92
Proposition 6 : « le plan d’équatioz = T\F partage le solide délimité paret le plan d’équatiom= 9 en deux solides de méme

volume »,
Rappel : Soit V le volume du solide délimité paret les plans d'équatiozs=aetz=bou O<a<b<?9.

b
V est donné par la formule V]f: S(k) d k ou SK) est I'aire de la section du solide par le pladogdiatiorz = k ouk O [ &, b].
a

EXERCICE 3 6 points

Partie A. Démonstration de cours

Prérequis : définition d’une suite tendant versplinfini.

« une suite tend versot si, pour tout réel A, tous les termes de la ssitet, a partir d’'un certain rang, supérieurs a A ».
Démontrer le théoréme suivant : une suite croigsaoh majorée tend verse:

Partie B

On considere la fonctioidéfinie sur 'intervalle [0 ; +o [ par :f (X) = In x + 1) + %xz.

La courbe (C ) représentative de la fonctiaans un repére orthogonal est donnée ci- desSetie courbe sera complétée et remise
avec la copie a la fin de I'épreuve.

1. Etudier le sens de variation de la foncfisar l'intervalle [ O ; +o [.

2. Déterminer une équation de la tangente (T)cadlabe (C ) au point d'abscisse O.

3. Tracer la droite (T) sur le graphique. Dansu#e de I'exercice, on admet que, sur l'intervile; +« [, la courbe (C ) est
située au dessus de la droite (T).

Partie C

On considére la suitei ) définie sulN parug= 1, et pour tout entier natunelu,.=f (u,) .

1. Construire sur I'axe des abscisses les cinmiprs termes de la suite{) en laissant apparents les traits de construction
(utiliser le graphique donng).

2. A partir de ce graphique, que peut-on conjectaoncernant le sens de variation de la suwitg €t son comportement

lorsquen tend vers +o ?
3.a Montrer & I'aide d'un raisonnement par récurregae, pour tout entier natunelu,> 1.

b. Montrer que la suitau() est croissante.
o Montrer que la suitau) n'est pas majorée.
d. En déduire la limite de la suitey).
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Représentation graphique de la fonction f obtenue a Paide d'un tableur

/

I~

EXERCICE 4 5 points

Partie A

On considéere une fonctidrdérivable sur 'intervalle — o ; + o [.
On donne le tableau de ses variations :

X —00 0 2 +00
f(x + + 0 -

/1 +e72
fx) 0

Soitg la fonction définie sur] < ; +oo [ par: g (X) = j f(t) dt

0

1. En tenant compte de toutes leformations contenues dans le tableau de variatiacer une courbez’ ) susceptible de
représenterf dans le plan muni d'un repére orthogonal (unitésphiques : 1 cm sur I'axe des abscisses, 2 cm'axe Hes
ordonnées).

2.a Interpréter graphiquemegt(2).

b. Montrer que & g (2)< 2,5.

3.a Soitx un réel supérieur a 2.

Montrer quej f(t)dt >x—2. En déduire qug () >x - 2.

2

b. Déterminer la limite de la fonctiapen + oo.

4. Etudier le sens de variation de la fonctg sur I'intervalle ] —o ; + o [.

Partie B

On admet que pour tout réelf (t) = ¢ - 1) e '+ 1.

1. A 'aide d’wne intégration par parties, exprimer en fonctiorréix I’intégralej t-e" d.
0

2. En déduire que pour tout réelg (X) =x (1 — e ).

3. Déterminer la limite de la fonctiapen-— oo.
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CORRECTION
EXERCICE 1 4 points

R
4
U 10
6
1 10
6 R
5 R
6 1
U 10
9
10
R
. . _ —-_1 4 5 1 _ 9 3 _
1. Soit U I'événement « le joueur obtientle pR) =p(Rn U) +p(Rn U)==x — + =x — = — = — = 0,15.
6 10 6 10 60 20
1.4
2. Si le joueur obtient une boule rouge, la prdiétgu’elle provienne de A egf(R / A) = p(R(g)A) =6 310 = g
p i
20
5,1
Si le joueur obtient une boule rouge, la probabiijt’'elle provienne de B ep(R / B) = p(R(;)B) =6 310 = g donc si le joueur
p 2

20
obtient une boule rouge, la probabilité qu’elleypenne de A est inférieure a la probabilité qu'@tevienne de B.
Partie B
1. Si le gain est R alors le joueur a obtenu 2 boules rouges qi6ic= 2x) = 0,15 = 0,0225.
Si le gain esk — 2 alors le joueur a obtenu 1 boule rouge ethange noire donp(G =x—2) = 2x 0,15x (1 — 0,15) = 0,255.
Si le gain est — 4 alors le joueur a obtenu 2 isontéres donp(G = — 4) = (1 — 0,15)= 0,85* = 0,7225.

k -4 X—=2 2X Total

p(G =K) 0,7225 0,255 0,0225 1

kp(G =K) -2,89 0,25%-0,51 0,04% 0,3x-3/4
2. E(G) = 0,3(_ 314
3. E(G)>0 = 0,3x-3,420 = x2 0—2 , % = 11,33 orx est un nombre entier dore 12.

Pour que le jeu soit favorable au joueur, il fau ¢ gain soit d’au moins 12 €.

EXERCICE 2 5 points Candidats n’ayant pas choisid spécialité mathématiques
Partie A
1. Proposition 1 : FAUSSE

argz'® =100 argz & 2 prés donc arg'®= 1—201'[ & 2mprés or 100 = & 16 + 4 donc

100

4 . p
argz'®=32m+ Sna 2niprés donz'®n’est pas un nombre réel.

2. Proposition 2 : FAUSSE

‘rzz =1<|z|=]1-z| = OM=AM ou A est le point d’affixe 1 donc M décta médiatrice de [OA], 'ensemble (E) est une
droite paralléle a I'axe des imaginaires.

3. Proposition 3 : VRAIE

r a pour écriture complex@— zy = e_ig (z—zk) soitZz =—i(z—zk) +2zx

l'image du point O par la rotatiana pour affixe zx +zx =i (1 +1i \/_3) +1+i \/_3 soit (1 —\/5) +i(1+ \/_3 ).
4, Proposition 4: VRAIE

22+2co8 | z+1=0dondd =4 cod| T | —4=—4[1-co§ B |]=—4sirt| T .donczl=l[—200 T s 2isinf X

5 5 5 5 2 5 5

m . . (T m . (T . : . . R
Z;=— CO{E) +i sm(gj etz,=— CO{EJ —i sm(gj donc I'équation (Ex deux solutions complexes de modules égaux a 1.
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Partie B
Proposition 5 : VRAIE

Dans le repére A;AB,AD, AE ), AG a pour coordonnées (1; 1; 1BD a pour coordonnées (- 1; 1; 0) a pour
coordonnées (0; 1; — 1) domG .BD =—1+ 1 =0, de mémAG .DE =1 — 1 = 0 donc le vectelkG est orthogonal & deux
vecteurs non colinéaires du plan (BDE) donc lea&cAG est normal au plan (BDE).

Proposition 6 : FAUSSE

EB a pour coordonnées (1 ; 0 ; — 1)E a pour coordonnées (0 ; 1 ; — 1) doBB .DE = 1% 0 donc les droites (EB) et (ED) ne
sont pas perpendiculaires.

On aurait pu aussi montrer que le triangle EBDégsilatéral de cﬁté/_z donc les droites (EB) et (ED) ne sont pas permpetaiies.

EXERCICE 2 5 points Candidats ayant choisi la spéalité mathématiques
1. VRAIE

L'expression complexe dé estZ = g(l —)z+4—-2idelaformeg=az+b doncf est un similitude directe donc est

décomposable en le produit d’'une homothétie demammsitif‘ g(l— i)

et une rotation de méme cenfted’angle arq{iz3 Q- i)j .
2 2
‘ g(l— i)‘ = 3% donc le rapport de 'homothétie esl—zgr

arg(g @a- i)j = —7—; + 2k 1t (k O Z) donc I'angle de la rotation est%

Le centre de 'homothétie et de la rotati@rest I'unique point invariant de

Vérification:siz=—2—2ialorsg(l—i)z+4—2i=3(1—i)(—1—i)+4—2i=—64+—2i

doncsiz=—2—2i,alorsg(l—i)z+4—2i=—2—iz
donc le point d'affixe (— 2 -2 i) est invariant gadoncQ (- 2 — 2 i) est le centre de 'homothétie et deotation

2. Proposition 2 : FAUSSE
sin=1, Soita=5"+ 2% = 78 141. Ce nombre ne termine ni par 0 ni papricdh’est pas divisible par 5.

Proposition 3 : VRAIE

2°=1[7]donc 2"*t=2[7]

5=—2[7]donc $=4[7] donc §=2°[7] soit 5°=1[7] donc B"*'=5[7]donc "1+ 23"*1=0[7]
Pour tout entien non nul, 8"** + 23" *!est divisible par 7.

3. VRAIE
11x14-5x28=14

11x—-5y =14 et 11x 14 — 5x 28 = 14 donc par soustraction membre a membrex 414) —5y—28) =0
11 (k—14) = 5y¢—28) donc 11 divise ¥ 28) or 11 et 5 sont premiers entre eux doncididedy — 28

Il existe un entier relatif tel quey — 28 = 11k

donc en remplacant dans X—<14) = 5§ — 28), on obtient que— 14 = 5k

doncx=5k+ 14 ety= 11k + 28 avek O Z
Vérification : six=5k + 14 ety =11k + 28 alors 1X— 5y =55k + 11x 14 — 55k — 28x 5 = 14
donc I'ensemble des couples d’entiers relatifstamhg de I'équation (E) est (6+ 14 ; 11k + 28) avek 0Z

4. Proposition 5 : FAUSSE
Six=\,z=y?+ A ?est I'équation d’une parabole

Proposition 6 : VRAIE
L’intersection du solide par le plan d’équation k est un cercle de centfg, (0 ; 0 ;k) de rayon\/? donc d’airertk

k k 9,2
V:I S(k)dk:J. nkdk = Srtk? donc sk = ‘/7,anrsV:8—1TLsik:9,V:£T[><92:8—11'[
0 0 2 2 4 2 2
92
Le volume compris entre le plan d'équation \2/7 et le plan d’équatiomn= 9, est égal é82—1n— %n: %T[
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EXERCICE 3 6 points

Partie A. Démonstration de cours

1. Démonstration de cours.

Soit A un réel quelconquey {) n’est pas majorée donc il existg un entier naturel tel que, >A,

(u,) est croissante, doncrsk ng alorsu,> u n, OFUp 2 A doncu,>A
donc si (1, ) est croissante, non majoréensi ng alorsu,> A.

Partie B
1. f est définie dérivable (somme de fonctions dériesisur [0 ; o0 [)

1 . . .
f'(x) = 1 + xdonc sur l'intervalle [0 ; +o [ f'(X) > 0 dond est strictement croissante sur [ O+
X

2. f’(0) = 1 etf (0) = 0 donc une équation de la tangente (T) alate (C ) au point d'abscisse 0 gstx
Partie C
e rTTTTT . R R HE T ]
S e poeeeeeee e freeeeeee e R i
S e R oo freneeee 1 R i
L oo E— oo oo oo E— ;
R o oo oo oo oo o ;
L oo oo oo e oo o :
R S oo e froneeeeee oo o :
: | Iy p——— dommm-- = |
6 +----------- Fommmm i — bmmmmm e ey oo dmmmmm P e e 4-=-==-- -
e e K e e o
1 1 1 1 1 1 | 1
LON pomtmmeeos 1 G R s AT L R
: a—— | : : Lo
2 = = N I R Ao . i I 4
o ! | | | i ! i
T | | | Lo
0 ™ P : : : : f i
0 °p 7t Y2 5 s 3 U 4 5 6 U5 7
2. (U, ) semble étre croissante et non bornée.

3.a.  ug=1donagy=1, la propriété est vraie ponr= 0.
Montrons que, pour tout entier natungkiu,> 1 alorsu, ;=1

f est strictement croissante sur [ Oop+donc siu, > 1 alorsf (u,) >f (1) alorsu,.,21n 2 +% orin2 +% >1donc ,+1=1
La propriété est héréditaire donc est vraie poutrialeN.

1 s .
b. up=1,u;=In2 +E doncu, = uy, la propriété est vraie poar= 0.
Montrons que, pour tout entier natunekiu,, . 1> U, alorsu, 2= Up .41,
f est strictement croissante sur [ Ospfdonc siu, 41> u,alorsf (U, 1) =f (U, ) SOitUL 2= Uy g,
La propriété est héréditaire donc est vraie poutriaeN, la suite ¢,,) est croissante.

C. Si la suite {,) est majorée, U, ) étant croissante, alors{) est convergente et sa limite est solutiorf (3¢ = x et est

supérieure ou égale a 1.
2

Soitg(x) =In (x + 1) + %xz —xalorsg'(x) = %1 +x-1= X doncg est strictement croissante sur [0+
X

X+1

g(0) = 0 donc sk > 0 alorgy(x) > 0 donag ne s’annule pas sur ] 0 pe[ donc I'équatiorf (X) =x n'a pas de solution sur ] 0 .
(un) n'est pas majorée.

d. La suite @) est croissante non majorée dofim u, =+,

n- +oo
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