Pondichéry avril 2009

EXERCICE 1 7 pointsCommun a tous les candida

Soitf la fonction définie sur 'intervalle [0 ; & [ par :f (X) =x e~
On désigne pa# la courbe représentative de la fonctf dans un repére orthonormal (©,;j ) du plan. Cette courbe est représe|
ci-dessous.

XZ

Partie A

2
l.a Déterminer la limite de la fonctidren+ . (On pourra écrire, pourdifférent de 0 f () = 1>< X
X

).

X2

e
b. Démontrer quéadmet un maximum « et calculer ce maximum.

2. Soita un nombre réel positif ou nul. Exprimer en und’aire et en fonction de, I'aire Ha) de la partie du plan limitée par
la courbez , 'axe des abscisses et les drod&sjuations respectives= 0 etx = a.

Quelle est la limite de Bf quanda tend verst « ?

Partie B

+1
On considére la suiteif ) définie pour tout entier naturn par :u, = J. ! f(x)dx
n

On ne cherchera pas a explicitgy.
1l.a. Démontrer que, pour tout entier natwn différent de 0 et de I,(n+1)<u,<f (n).
b. Quel est le sens de variation de la stu, ) p>2 ?
C. Montrer que la suitau ) converge. Quelle est sa limit
n-1
2.a. Vérifier que, pour tout entigraturel strictement positn, F(n) = Z u, .
k=0
b. Dans cette question, toutace de recherct méme incompléte, ou d'initiative mémen fructueuse, sera prise en con
dans I'évaluation.
On donne ci-dessous les valeurs da& Bbtenues I'aide d’un tableur, poun entier compris entre 3 et
n 3 4 5 6 7
F(n) | 0,49993:12951| 0,499999943F7 05 05 0|5

Interpréter ces résultats.

EXERCICE 2 5 points Candidats n’ayant pas suivi I'enseignement de spédité

Le plan complexe est muniuh repére orthonormal dir¢ (O ;u, v). On prendra pour unité graphie 2 crr

Soit A, B et C les points dffixes respectiveca=3 -i,b=1-3iec=-1-1.

l.a Placer ces points sur une figure qualcomplétera au fur e mesure.

b. Quelle est la nature du triangle ABC?

C. Démontrer que les points A et@Bpartiennent a un méme cerl” decentre O, dont on calculera le ray

2. Soit M un point quelconque du pldtaffixe notéemet N le point d'affixe notéa, image de A dans la rotatir de centre M

T
et d'angle de mesur%.

a. Donner |Ecriture complexe de la rotatir .

b. En déduire une expressionmen fonction d m.

3. On appelle Qe milieu du segment [N] et q son affixe.

Montrer que g = (1—;I)m+ 2+,

4, Dans cette question, &t un point dicercler’.

a. Justifier I'existence d’un rééltel que :m=,/10 e'®

b. Calculer f—2 —i|. Quel est le lielk de Q lorsque M décrit le cerde?
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EXERCICE 2 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
Le plan complexe est muni d'un repére orthonorniract (O U ,\7). On prendra pour unité graphique 2 cm. Soit B é&s points
d’affixes respectiveg,=ietzg=1+ 2.
1. Justifier qu'il existe une unique similitude dire&telle que :5O) = A et§A) = B.
2. Montrer que I'écriture complexe @&est:z = (1 - i)z+.
Préciser les éléments caractéristiques (@ noteraQ le centre d&).
On considere la suite de points,() telle que :
» Ay estlorigine du repere et,
» pour tout entier naturel, A, . 1= S(A,).
On notez,, I'affixe deA,. (On a don®,= O,A;= AetA,=B).
3.a. Démontrer que, pour tout entier natumez,= 1 — (1 — i)' .
b. Déterminer, en fonction de, les affixes des vecteu@A, et A A, ,,. Comparer les normes de ces vecteurs et calculer

une mesure de langle€dA, , A, A, ,,).

c. En déduire une construction du point, ; connaissant le poir,,.
Construire les pointd ; etA,.
4. Quels sont les points de la suife,() appartenant a la droit@B) ?

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Dans un repére orthonormé de I'espacei (Q,, k ) on considére les points : A de coordonnées (@), B de coordonnées (2, 0, 3), C
de coordonnées (0, — 2, 5) et D de coordonnées @&,,5).

Pour chacune des propositions suivantes, dirdesest VRAIE ou par FAUSSE en justifiant chaque fairéponse :
Proposition 1: L'ensemble des points M de coordonnéey,(2) tels quey = 2x + 4 est une droite.

Proposition 2 : La transformation qui, & tout point M de I'espamssocie le point Mtel que MM’ = MA + MB+2MC est
I'hnomothétie de centre G, ol G désigne le baryeethirsystéme {(A, 1), (B, 1), (C, 2)}, et de ragp@r

Proposition 3: A, B, C et D sont quatre points coplanaires.
Proposition 4: La sphére de centte de coordonnées (3, 3, 0) et de rayon 5 est taeagenplan d’équation : 2+ 2y +z+ 3 = 0.

EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats
On dispose de deux dés cubiques dont les facemsamtrotées de 1 a 6. Ces dés sont en apparemtigjigs mais I'un est bien

équilibré et I'autre truqué. Avec le dé truqué talgabilité d’obtenir 6 lors d'un lancer est egaI(:e3 a

Les résultats seront donnés sous forme de fradtidiictibles.
1. On lance le dé bien équilibré trois fois ddeset on désigne par X la variable aléatoire donleanombre de 6 obtenus.
a. Quelle loi de probabilité suit la variable aléstoX ?
b. Quelle est son espérance ?
C. Calculer P(X = 2).
2. On choisit au hasard I'un des deux dés, lex@tant équiprobables. Et on lance le dé choiss tiois de suite.
On considere les évenements D et A suivants :
e D «le dé choisi est le dé bien équilibré » ;
* A «obtenir exactement deux 6 ».
a. Calculer la probabilité des événements suivants
e« chaisir le dé bien équilibré et obtenir exactentmux 6 » ;
e «chaoisir le dé truqué et obtenir exactement deux 6
(On pourra construire un arbre de probabilité).

b. En déduire quep(A) = 4_78

C. Ayant choisi au hasard I'un des deux dés efabdyancé trois fois de suite, on a obtenu exaatémeux 6. Quelle est la
probabilité d’avoir choisi le dé truqué ?

3. On choisit au hasard I'un des deux dés, lesxaktant équiprobables, et on lance lendiis de suite rif désigne un entier

naturel supérieur ou égal a 2).

On note B, I'événement « obtenir au moins un 6 parmiméencers successifs ».
a. Déterminer, en fonction de la probabilitép , de I'évenement B.

b. Calculer la limite de la suit@ ). Commenter ce résultat.
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EXERCICE 1 7 points Commun a tous les candidats
Soitf la fonction définie sur 'intervalle [0 ; & [ par :f (x) =x e~

)(2

Partie A
x? X eX x?2 2 1
l.a Soit X =x?, lim X =+ et =— or lim —=+wdonc lim -~ =0depluslim = =
X - +00 X x X &+ x X =+ Y X - +00 X - oo ¥
Odonc lim f(x)=0
b.  Soitu(x) = x, doncu’(x) = 1 soitv(x) = e™** doncv'(X) = — 2x e %’

fr=e* —2x?e* =(1-2x?) e™*
Sur[0;+o[,1-2x>=0« x—£doncsur[0 40 [, 1—2x? >0=»0<x<\/; d'ou le signe dé’(x) :

X 0 \/_2 + ©

2
f'(X) + 0 —

f / Q e_0’5\
0 2 0
2 2
f est croissante sx[ro ;g { et décroissante s{r% +o{ doncf admet un maximum eéﬁ etf ({J £

2. f est positive sur [0 ; 4 [ donc Ff) = I: f(x)dx

X

Soitu la fonction définie pau(x) = —x2 alorsu’(x) = — 2x doncx e ™ = — % u(x) e”'®

Une primitive de est donc la fonction définie par- —% e " donc F@) = —% e —[ —%eoj = %(1 —e™)

SoitX=-a?, lim X=-wete® =eXor lim e*=0donc lim e * =0 donc lim F(or):% u.a.

o - +oo X - - o - +oo o -+

Partie B

2
l.a. festdécroissante sErg o+ 0{ donc sin> 2, pour touk de jn; n + 1],f (n + 1)<f (x) <f (n).

La fonctionf est continue sur [0 ;& [etn<n + 1doncI s f(n+l)dx < I " f(x)dx SI s f(n)dx
[T fm+ndx =f(+1) [ " 1dx =f(n+ 1) e+ 1-n)=f(n+1)
[7 fmydx =t [ " 1dx =f(n) (n+1-n) = (n) donef (n+ 1)< [ " f(x)dx <f (n) soitf (0 +1)<u, <t (n).

b. D’aprés I'inégalité précédenté (n + 1)<u,<f(n)etf (n+ 2)<u,.<f(n+ 1) donau,.<f(n+1)<u,
soitu,+1<u,donc sin> 2, la suite {,, ) est décroissante.

C. Pour toun> 2,f (n + 1)< u, or la fonctionf est positive donc pour toot> 2, u, >0
La suite (1) est décroissante minorée par @ 5i2 donc est convergente.

lim f(n)=0et lim f(n+1)=0deplu$(n+ 1)<u,<f(n) donc d’aprés le théoreme des gendarmgs) ¢converge vers 0.
n- +oo n- +oo

n-t 1 2 n n+1 .
2.a Z U, =Ug+ug+ ...+un_1:J‘0 f(x)dx+J‘1 f(x)dx+ ...+In71 f(x)dx :IO f(x) d x d'aprés la relation de

k=0
n n-1
Chasles) or F() = _fo f(x)dx donc Fo) = > u,.
k=0

n-1
b. Fh) = Z u, donc est une somme de termes positifs donc la ¢$b{)) est croissante etim F(n) = = d apres la

K=o n- +o

question a.2. On constate d'aprés le tableur qone &, Ff) = 0,5 & 10 *prés.
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EXERCICE 2 5 points Candidats n'ayant pas suivi 'eseignement de spécialité

1.a

¥

b. Quelle est la nature du triangle ABC ?

AB?=|a- b| =|3-i-1+3i9=|2+2if=8

AC?=|a- c| =|3-i+1+if=|4F=16

BC?=|b-c|?=|1- 3|+1+|ﬁ_|2 2if=8

donc AB? + BC? = AC? donc ABC est une triangle rectangle isocéle en B.

C. OA%?=|a|?=|3-if=10etOF=|b|?=]1-3if=10 donc les points A et B appartiennent & un enéerclel’ de

centre O de rayom/f).

LT
7 . -
2.a. r a pour écriture complex@— m= e 2(z—m)

b. N=r(A)doncn—-m=i(3-i-m=—im+1+3isoin=(1L—-i)m+1+3i

_a+n _3-i+(1-iym+1+3i _ (1-i)ym+4+2i _ (1-i)m
3 == " 2 - 2 -

4. a. Si M appartient au cercle de centre O de ra\)/@ alors m| = \/E
donc il existe un rédl tel que m= \/E(cos 0 +isinB) = \/F)eie'

|m]|

b. lg—2 - ||—‘(1 ')m‘ ‘(1 I)‘lml J2

Si M décrit le cerclé” alors |m| = \/_O donclg—2-i| —£ X \/_0 \/_

donc Q décrit le cercle de cenfe¢2 + i) de rayonf

[

+2+1.
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EXERCICE 2 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité

1. O # A et Az B donc il existe une seule similitude direStgansformant O en A et Aen B
2. Sest une similitude directe donc a une écritureplere de la formeg =az+b
. . b=i
izax0+b b=i
O)=AetSA)=B = - - ~a=l1l-ietb=i
SO) = AetA) {1+2i=ai+b {1+2i=ai+i a=1tl

i
I'écriture complexe dSest :Z = (1 —i)z+ .

Le centreQ deSest I'unique point invariant p&donc tel que= (1 —i)z+isoit—iz+i=0doncz=1
Le rapport deés est égal au module @edonca |1 —i | ;/_2

L'angle deSest égal a 'argument @dedonc a arg (1 —i ) donc a;.

3.a Les affixesz,, des pointsAnvérifientZO: Oetzp, =1 -i)z,+i.
z..,=@-1)z .
Q(1) est centre d§, donc{ " i ((1 ))1 donc par différence membre a membge, - 1=(1-1)¢,—1)
=@-i)1+i
La suite g, — 1) est donc une suite géométrique de raisomnét e premier termey-1=-1
donc pour toun de IN,z, — 1 = — (1 — i} soit pour tout entier natural z,=1 - (1 - i)".
On pouvait aussi effectuer une démonstration panrénce.

b. QA apour affixez,—1=- (1 - .
A, A, apouraffixez,,1—-z,=1- (1 -\ —-@-Q-if)=Q-i)-Q-i)""=@-)"[L1-@-i)
donc A, A, ., apour affixei (1 -ifdoncQA,=|-@Q-if'|=|@-if|etA Aqc=]i@=-)"|=]i||@=-if|=|@-if]

doncA,A,+1=QA,

=

A A A~ z + _zn ~nr _ A A . ~n o A A
(QA,, A A,.,) :arg”zl—_l donc QA, A, A,.;) =arg—idonc @A, A, A,.,) =2

c. AnAns1=QA et (A QA A )=

I\)|:|

Le triangleQ A, A, . 1 est un triangle rectangle isocele epdonc A, . ; est 'image de&) dans la rotation de centre, At d’anglel;

4. A, appartient a la droit€)B) si et seulement €DB (2i) et QA, (- (1 - i)") sont colinéaires soit si et seulement si, ib&xi

un entier relatik tel que (Sﬁ ,Q—An) =kt
((TB,Q—AH):arg—% =k
i

_@-n"
2i

|(1 " etargél(l |))—arg—|+narg(1—|)doncarg(;I) 2 n%[

o . . o . i I T
A, appartient a la droit€XB) si et seulement si, il existe un entier relatiél queE -n 2 =kt

NS

- l::kncz —n=4k=n=2-4k = n=2 (4)

Pondichéry avril 2009 5



6

[ 2009

z

ery avri

Pondich



EXERCICE 3 4 points Commun a tous les candidats
Proposition 1 :
Faux : une seule équation définit un plan dans I'espdes points de coordonnées E(— 2 ; 0; 0) F(— 21)0et G(1 ; 6 ; 0) sont tels

que EF=k et EG= 3i + 6] . Ces deux vecteurs sont orthogonalsF. EG =xx +yy + zZ = 0 donc les points E, F et G ne sont
pas alignés, leurs coordonnées vérifient cependaritx + 4

Proposition 2 :

MM'=MA+MB+2MC - MG+GM =4MG+ GA + GB+2GC = GM'=3MG = GM'=-3GM

FAUX : La transformation qui, & tout point M de I'espassocie le point Mel que MM = MA + MB + 2 MC est 'homothétie de
centre G, ou G désigne le barycentre du systemegXAB, 1), (C, 2)}, et de rapport — 3.

Proposition 3 : A, B, C et D sont quatre points coplanaifesuXx

DA a pour coordonnées (0, 6, — EI)TB (1,5, - 2) etDC (- 1, 3, 0)

Les vecteursDA et DC ne sont pas colinéaires (composantes nulles €iffés) si les vecteuBA , DB et DC sont coplanaires,
DB est combinaison linéaire d®@A et DC .

DB =xDA +yDC ~ { 6x+3y=5 ,doncy:—l,x:—é 0r6x+3y:—1—52 -3%5
-5x=-2

Equations incompatibles donc les vecteDws 0,6, -5), DB (1,5, - 2) etDC (- 1, 3, 0) ne sont pas coplanaires.

Proposition 4 : La sphére de centf® de coordonnées (3, 3, 0) et de rayon 5 est taegenplan d’équation : 2+ 2y +z+ 3 = 0.
VRAI .

C
12x3+ 2x 3+ O 3L I'_ g jonc est égale au rayon de la sphére.

C o J22+2°+1 3

La distance du poir au plan est égale
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EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats
l.a Ona une succession de trois expériences aléatoiratqdes et indépendantes. Chacune d’aldeux issues :

e onobtientle 6 (avec une probabil%é),
* onn'obtient pas le 6 (avec une probabil-zte),

donc la variable aléatoire X donnant le nombre déténus suit une loi binomiale de paramétres%:j.;

1_1
b. E(X)=np=3x= ==,
(X)=np 5-3
3 2 2
C. P(X:Z): XE X—5 :3)(1 XE :i
2 6 6 6 6 72
1_5 5
2.a DnA)==x—=—
P ) 2 72 144
Si I'on a choisi le dé truqué. A
On a une succession de trois expériences aléatoiresiqdes et indépendantes. 5
Chacune d’elles deux issues : 75
D
» on obtient le 6 (avec une probabil%é), 1 67
72
* on n'obtient pas le 6 (avec une probabilgte), 2 A
donc la variable aléatoire Y donnant le nombre debfenus suit une Ilqi 1 A
binomiale de parametres (31:;). 2 — 2
3 D 9
3 2
p(Y:Z): ><l XZ :3)(})(2:2 /
2 3 3 9 3 9 9
= 1.2_1 A
DnA==x—-==
p( )5 %575
b. p(A):p(DmA)+p(5mA):i+£:£:7

144 9 144 48

[

C. p(D/A)= P(DNA) _ ? _1x48_16

p(A) 9x7 21
4

3.a ppo (B,)=1-pp (obtenir aucun 6) = 1@]

oo

P5 (Bn)=1-p;(obtenir aucun 6) = 1 g]

BB ) =po (Bn) xp(D) + pD(Bn)xp(5)=§{1—(§j +1—@ } =1—§K§) +(—§j }

b. Calculer la limite de la suit@f). Commenter ce résultat.
-1 <g <1 donc lim (g) =0et-1 <§ <1 donc lim (%) =0donc Iim pB,)=1

Si I'on joue suffisamment longtemps, on a une quesitude d’obtenir au moins une fois un 6.

Ce résultat est prévisible car, quel que soit leadgondition de jouer suffisamment longtemps, am&@quasi certitude d’obtenir au
moins une fois un 6.
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