Polynésie juin 2008
EXERCICE 1 4 points
1. Résoudre dans I'ensemble des nombres compl&a@sation :z° - 6z+ 13 = 0.

Le plan complexe est rapporté & un repére orthoalodinect (O,u ,v) d'unité graphique 1 cm. On considére les pointsBAC
d’affixes respectivesa=3-2ib=3+2ic=4..

2. Faire une figure et placer les points A, B, C.

3 Montrer que OABC est un parallélogramme.

4, Déterminer I'affixe du poin®, centre du parallélogramme OABC.

5 Déterminer et tracer 'ensemble des points Midn tels que H MO + MA + MB + MC ” =12.

6 Soit M un point de la droite (AB). On désigree p la partie imaginaire de I'affixe du point M. Ontad\ I'image du point M

. 1t
par la rotation de cent@ et d’anglez.

a. Montrer que N a pour aﬁix% -B+ g i.

b. Comment choisip pour que N appartienne a la droite (BC) ?

EXERCICE 2 4 points

Dans I'espace rapporté a un repére orthonorn@aﬁ(,f ,IZ) on considére les points :
A(1:;2:;3),B(0;1;4),C(-1;-3:;2.,@;-2;59)

etle vecteum (2;-1;1).

1.a. Démontrer que les points A, B, C ne sont pamaéb.

b. Démontrer quen est un vecteur normal au plan (ABC).

C. Déterminer une équation du plan (ABC).
X=2-2t

2. Soit Q) la droite dont une représentation paramétriqtie ¢y =—-1+1t avect O R.
z=4-1t

Montrer que le point D appartient a la droifg ét que cette droite est perpendiculaire au pi81Q).
3. Soit E le projeté orthogonal du point D suplien (ABC).
Montrer que le point E est le centre de gravitérdungle ABC.

EXERCICE 3 5 points  Candidats n’ayant pas choisi'énseignement de spécialité

Pour chacune des propositions suivantes, indiquelies est vraie ou fausse et donner une justificatie la réponse choisie.

Une réponse non justifiée ne rapporte aucun pdintitefois, toute trace de recherche, méme incompbét d’initiative, méme non
fructueuse, sera prise en compte dans I'évaluation.

1. Soitf la fonction solution suR de I'équation différentielley ' = -y + 2 telle qud (In2) = 1.
Proposition 1 : « La courbe représentative dadmet au point d’abscisse 0, une tangente d'émuats 2X ».
2. Soienf etg deux fonctions définies sur un intervalle [A ¢of ou A est un réel strictement positif.
Proposition 2 : « Si lim f(x) =0alors lim f(x) g (x) =0 ».

3. On admet qu’un bloc de glace fond en perdatile sa masse par minute.

Sa masse initiale est de 10 kg.
Proposition 3 : « A partir de la soixante-dixieme minute, sa matesgent inférieure a @ ».

4. Soient A et B deux événements d’'un méme un®emsuni d'une probabilit.
Proposition 4 : « Si A et B sont indépendants epéh) = p(B) = 0,4 alorp(A O B) = 0,8 ».
5. Une usine fabrique des pieces. Une étude tiaiisa montré que 2 % de la production est défectueubaq@ piéce est

soumise a un contrdle de fabrication.

Ce contrdle refuse 99 % des pieces défectueusacepte 97 % des pieces non défectueuses. Ontclwibasard une piéce avant
son passage au contrle.

Proposition 5 : « La probabilité que la piéce soit acceptée ealieédy 0,950 8 ».
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EXERCICE 3 5 points  Candidats ayant choisi I'enseigement de spécialité

Pour chacune des propositions suivantes indiquelisiest vraie ou fausse et donner une justificatie la réponse choisie.

Une réponse non justifiée ne rapporte aucun pdiautefois, toute trace de recherche, méme incompdétd’initiative, méme non
fructueuse, sera prise en compte dans I'évaluation.

1. Proposition 1: « Pour tout entier naturelnon nul,n et 2n + 1 sont premiers entre eux. »
2. Soitx un entier relatif.

Proposition 2: «x?+x + 3= 0 (modulo 5) si et seulementsE 1 (modulo 5) . »

3. Soit N un entier naturel dont I'écriture en baseegtbar .

Proposition 3: « Si N est divisible par 7 aloes+ b est divisible par 7. »

4, Le plan complexe est muni d'un repére orthonoraiatct (O u, 9).

Proposition 4: « La similitude directe de rapport 2, d’an%[eet de centre le point d’affixe 1 — i a pour éeetaomplexe :

2=(3 +i)z+ (3 -i/3.»
5. Le plan complexe est rapporté a un repére orthoaladirect (O 1],?/). On considére un point A. On désigne aaon affixe.

On notes la réflexion d'axe (Oy) etsa la symétrie centrale de centre A.
Proposition 5: « L'ensemble des nombres complexésls ques0s, =S 0sest I'ensemble des nombres réels. »

EXERCICE 4 7 points

Partie A

Restitution organisée de connaissances.

On supposera connus les résultats suivants :

Soientu etv deux fonctions continues sur un intervalle p] aveca < b.

—Siu>0sur h;b] alorsj: u(x)dx=>0.

— Pour tous réels et f,

[ Prauy+puId x=af u(xdx+B[  v(xdx

Démontrer que dietg sont deux fonctions continues sur un intervalel] aveca <b et si, pour touk de |a ; b], f (X) < g (X) , alors
[7fdxs [ g(dx.

Partie B

On considére la fonctioidéfinie sur [0 ; 4o [ par :f (X) =x+In (1 + € %).

Sa courbe représentativ® || ainsi que la droite (D) d’équation= x sont données ci-dessous dans un repére orthondroralé
graphique 2 cm.

Montrer quef est croissante et positive sur [0 of:

a. Montrer que la courbeg() admet pour asymptote la droite (D).
Etudier la position deZ ) par rapport a (D).

Soit I lintégrale définie par: 1 In (1+e™)dx = [ [(x) - X|d x
Donner une interprétation géométrique de I.

Montrer que pour tout réeéb 0, onaln(l ) <t.
(On pourra étudier les variations de la fonctipaéfinie sur [0 ; 40 [ par :g (t) = In(1 +t) -t .)

ocp wonhpkE

On admettra que pour tout réel 0, on a%l <In (1 +t).

- X

C. En déduire que pour towtde [0 ; +o [, 0n a: _eX 1 <slh(l+e)=<e”
e
2 -1
d. Montrer que : | | slsl-e
l+e
e En déduire un encadrement de | d’amplitude 0,4pax nombres décimaux.
4, On désigne par M et N les points de méme absgiappartenant respectivementz)(et (D).

On juge que M et N sont indiscernables sur le geagghlorsque la distance MN est inférieure a 0,5.mm

Déterminer 'ensemble des valeursxdeour lesquelles M et N sont indiscernables.

Dans cette question, toute trace de recherche, méaowenpléte, ou d'initiative, méme non fructueusaa prise en compte dans
I'évaluation.

Polynésie Juin 2008 2



£

3

Polynésie Juin 2008



CORRECTION

EXERCICE 1 4 points

1.
2.

3.
4.
1

2
5.
M
6.

a.

z°-6z+13=0- (z—3)°+4=0-z-3=2iow—-3=-2i-z=3+2iow=3-2i.
C
B
M
-1 1
-9 A
OA a pour affixea=3 - 2i;CB a pour affixet—c= 3 — 2 i doncOA=CB donc OABC est un parallélogramme.
Le pointQ centre du parallélogramme est le milieu de {OBhadaffixe du pointQ, centre du parallélogramme OABC est
b = §+ i
2
MO + MA + MB + MC =4 MQ donc” MO + MA + MB + MC ” =12~ 4 MQ =12 -~ MQ = 3 donc I'ensemble des points
du plan tels que “ MO + MA + MB + MC H = 12 est le cercle de centiede rayon 3.
La droite (AB) a pour équatior= 3, donc l'affixe du point M et= 3 +f3 i.

: . . s i2
N est I'image du point M par la rotation de ceif et d’anglez donch—-w=¢e 2(Mm-w)

2

doncn:i(3+[3i)+(1—i)(§+i]soitn=3i—[3+g+i—gi+1doncNapouraﬁixe~2—B+gi.

b.

NC apouraffixeg —B—g i. BC a pour affixe —3 + 2 i.

Nappartientéladroite(BC)sietseuIemenﬂaa'xisteunréektelquem:kﬁ: soitg—ﬁ—gi:k(—3+2i)
_—B_—3k E—B:—Sk B:E—E:_l 1 9 5
23 I 3 = 32 4 4alorsMapouraffixe8+ZietNapouraﬁier+—2i.
-—=2k k=-= -—=2k
2 4 2
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EXERCICE 2 4 points
l.a. AB a pour coordonnées (— 1; — 1; 1) &€ a pour coordonnées (- 2; — 5; — 1), leurs caurdes ne sont pas
proportionnelles don@B et AC ne sont pas colinéaires donc les points A, B, €am pas alignés.

b. N.AB=-2+1+1=0eh.AC =—4+5—1=0dona estorthogonal & deux vecteub et AC non colinéaires du
plan (ABC) doncn est un vecteur normal au plan (ABC).

C. Le plan (ABC) est I'ensemble des points M tale qn. AM = 0 soit 2 K — 1) — { — 2) +z— 3 = 0 donc une équation du plan
(ABC) est2x—y+z-3=0.
X=2-2t
2. Soit Q) la droite dont une représentation paramétriqtie esy=-1+t avect 0 R.
z=4-t
Sit=—1 alors le point d&\j correspondant a pour coordonnées (4 ; — 2 ; B ¢®point D appartient & la droit&)(
le vecteurn (2 ; - 1; 1) (coefficients det} est un vecteur directeur d&)(donc cette droite est perpendiculaire au plan@hB

3. La droite 4) est perpendiculaire au plan (ABC) donc E progtéogonal du point D sur le plan (ABC) est l'irdection de la
droite @A) et du plan (ABC).
X=2-2t
Une équation du plan (ABC) estx2-y + z— 3 = 0 et une représentation parameétrique/Jlest : { y=—-1+t avect 0 R donc les
z=4-t
coordonnées du point d’intersection vérifient 22-(2t) - (-1 +t) +4 -t—-3=0soit@ =6 donct =1
Les coordonnées de E sont donc (0 ; 0 ; 3).

soit (0; 0; 3), donc le

X, + X, + X +y o+ + z+
Le centre de gravité du triangle ABC a pour coortﬁm{ ATt Xe YAt o Y. BT 8 Z]

3 ' 3
point E est le centre de gravité du triangle ABC.

EXERCICE 3 5 points Candidats n’ayant pas choisienseignement de spécialité

1. Proposition 1 : VRAIE

Les solutions de I'équation différentielly * = —y + 2 sont les fonctions de la formg) = C e ' + 2

La solution f;le I'équation différentielley’ = —y + 2 telle que (In2) = 1 est telle que C&2?+ 2 =1donc C=-2
f()=—2e€"+2

f'(t) = 2 €' doncf’(0) = 2 donc la tangente au point d’abscisse fipar équatiory —f (0) = 2 & — 0) soity = 2x

2. Proposition 2 : FAUSSE

Sif(x) = % et sig(x) = 2x alorsf (x) x g (X) =2 donc on alin+1 f (X) =0et Iin+1 f(X)xgXx =2.

3. Proposition 3 : FAUSSE

Soitu, la masse de glace au boutrdminutesuy, =10 etu,, 1= [1—%) U, soitu,+1=0,9u,

(u,) est une suite géométrique de raison 0,9 de preamtime 10 dona, = 10x 0,9"
Au bout de 70 minutes, la masseesf= 10x 0,9°= 6,3x 10~ *kg soit environ 6,3

4, Proposition 4 : FAUSSE
Si A et B sont indépendants al@@ n B) =p(A) x p(B) = 0,16 op(A O B) =p(A) + p(B) —p(A n B)=0,4+0,4-0,16 = 0,64

5. Proposition 5 : VRAIE
A p(A) =p(A n D) +p(An D)=0,02x 0,01 + 0,98 0,97 = 0,950 8

0,0
D 0,99
0.0
R
98 A
0,97
D 0,03
R
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EXERCICE 3 points Candidats ayant choisi I'enseigement de spécialité

1. VRAIE : d’apres le théoreme de Bézout, puisque §21) — 2x n = 1 alors pour tout entier naturehon nul,n et 2n + 1 sont

premiers entre eux.
2. FAUSSE: six = 3,x?+x + 3 = 15 donx? + x + 3= 0 (modulo et 5) or 3 n’est pas congru & 1 modulo 5

3. VRAIE : N =7+ 10a+ 100b + 1000a or 10= 3 (modulo 7) donc 108 2 (modulo 7) et 1008 6 (modulo 7)
donc N=3a+ 2b + 6a (modulo 7)

N =9a+ 2b (modulo 7) soit N= (2a + b) (modulo 7)

7 divise N= 7 divise 2 & +b) or 2 et 7 sont premier entre eux donc d’aprésderéeme de Gauss, 7 divise b

4, FAUSSE: L’écriture complexe de la similitude directe rd@port 2, d’angleg et de centre le point d’affixe 1 —i est :

z’—(l—i)=2(cosg +ising)(z—(l—i))soilz’=(\/§+i)z—\/§+i(—2—\/§)

Ce qu’on aurait aussi pu vérifier en remarquant que kargure proposée, le centre de la similitude n’étaitipaariant.

5. VRAIE : soit B le point d'affixez
B est transformé en B’ d'affixe 2—z par la symétries

B’ est transformé en B" d’affixe 2 - z par la symétrie

B est transformé en M’ d’affixe par la symétries

B’ est transformé en M" d'affixe 2— z par la symétrie 5

S0Sa =Sa 0S < pour tout point B du plan, B" = M& 2a-z=2a-z -a=a - alR
L'ensemble des nombres complexeels ques 0s, = s 0 s est 'ensemble des nombres réels.
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EXERCICE 4 7 points
Partie A
Pour toutx de Ja; b] , f (X) < g(x) doncg(x) —f () >0

f etg sont deux fonctions continues sur un intervallelf] doncg —f est continue suil; b] donc'[ : [9(X® - f(R]d x>0
b b b b b b .
ja [g(x) - f(R]d x= j g(xdx — j f(x)dx et j [g(x) - f(X]d x> 0 donc j g(xdx — j f(x)dx> 0 soit

[Tamdx=[" f(xdx

Partie B
On considére la fonctioh définie sur [0 ; 4o [ par :f (X) =x+In (1 +€ 7).
1. La fonctionf est définie continue dérivable sur [0 pof (SOo0mme et composée des fonctions continues dédesasur [0 ; +

),
e*X
f'((xX)=1- =
) e +1 e+

f est croissante [0 ; o[, f (0) = 0 donc pour tout= 0f (X) = f (0) soitf (x) = 0.f est positive sur [0 ; do].

T la fonction exponentielle est strictement positsur R, don€’(x) > 0

lim —x=-o0
2.a XITM - donc Ilime*=0 donc IlmIn(1+& ¥ Int , f(x) — x = In (1 + €* ), donc
ime” = X — + 00 X -+

lim f(x) - x=0
La courbe ) admet pour asymptote la droite (D).

b. La fonction exponentielle est strictement positue R, donc 1 +€> 1 donc In (1 + &) > 0 doncf (x) —x
(#) est au dessus de (D).

3. 1=] In(1+e™)dx= [ [f(x-xXdx

a. f(X) —x=In(1+€”), (&) est au dessus de (D) donc | est une mesuraide tlu domaine plan limité par la courb#& )(la
droite (D) et les droites d’équation= 0 etx = 1.

b. La fonctiong est définie dérivable sur [0 ;¢ (somme et composée des fonctions dérivableOsut fof),
gt = 1_it _1:1_Ttt , 1= 0 doncg'(t) <0, g est décroissante [0 ;»{, g(0) = 0 donc pour tout= 0 g(x) < g(0) soitg(x) < 0.

Pour toutréet>0,onaln(l #)<t.

. t . . . " .
C. Pour tout réet > 0, on am <In (1 +t) <t, La fonction exponentielle est strictement positsur R, donc en posant e™

- X

alors pour toukde [0 ; +oo [ ,0n a: <slh@+eX<e™

x
=X
d. Les fonctionsx -» — 11 ;X > In (1 +e™); x - e sont continues sur [0 ; %[, et pour toutx de [0 ; +o [, On & :
e
wX 1 wX 1 1
? sln(1+e'x)se‘xdonc_[ |2 - dxsj In(1+e’x)dxsj e* dx
e +1 ° 1+e’" ° 0

donc[—ln(1+e'x]2s Is[—e'X];donc—ln(1+é1)+In2s|s—e‘1+1soit Ir{1+2 ]slsl—e‘l.
e

e 0,3< In[1+ze_1] <I1<1-e'<0,7 donc un encadrement de | d’'amplitude 0,4 @stiC< 0,7.

4, (%) est au dessus de (D) donc MM &) —x=1In (1 + € )

L'unité de longueur est 1cm donc M et N sont indisables sur le graphique lorsque la distance Mj@=6m soit quand
IN(L+e%)<005- e *<e’_1c —x<in@E*®-1)= x>= In(€®=1)or — In(@®-1)=3,676 donc M et N sont
indiscernables sur le graphique lorsgue— In (%%°-1)
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