Asie Juin 2005
Le plan complexe est rapporté & un repére orthoaodirect (O 1, v) (unité graphique 1 cm).

On considére dans I'ensemble des nombres compléégsation (E) d’inconnue suivante :
2°+(-8+1i)z°+(17-8i)z+17i=0.

I. Résolution de I'équation (E).

1 Montrer que - i est solution de (E).

2. Déterminer les nombres réesb, ctels que z3+ (- 8 + )z + (17-8i)z+17i=¢+i) (@az’+bz+c).

3. Résoudre I'équation (E) dans I'ensemble des nondmeplexes.

[1.On appelle A, B et C les points d'affixes respeedivd + i, 4 —i,— i.
1 Placer les points sur une figure que I'on comp&tians la suite de I'exercice.

2. Le pointQ est le point d’affixe 2. On appelle S I'image dgéx la rotation de centf@ et d’angle de mesurg.

Calculer I'affixe de S.

3. Démontrer que les points B, A, S, C appartiennant tnéme cercle C dont on déterminera le centieeratyon. Tracer C .
4, A tout pointM d’affixe z6= 2, on associe le poiM’ d’affixe Z = LOZ_ZI
Z —

a. Déterminer les affixes des points, B’, C' associés respectivement aux points A, B et C.
b. Vérifier que A, B', C appartiennent a un cercle’ @e centre P, d’affixe i. Déterminer son rayorratér C'.
C. Pour tout nombre complexsz 2, exprimer ¢ — i | en fonction de.
d. SoitM un point d’affixez appartenant au cercle C . Démontrer qgie-|i | = 2\/3 .
e En déduire a quel ensemble appartiennent les pidingssociés aux points M du cercle C .

CORRECTION
Partiel
L =X E)i=—ix (1) =i
donc (—iP+(=8+i) (-if+(17-8i)(-i)+17i=i—(-8+i)—1#i8i’+17i=i+8—-i—-17i-8+17i=0
donc (- i) est solution de (E).
2. @+i)@z?+bz+c)=az®+bz?+cz+iaz’+biz+cizaz®+{O+ia)z’+(c+bi)z+ci
Deux polynébmes égaux pour toutéel, ont leurs coefficients des termes de mémgesdégaux, donc en identifiant les coefficients de

méme degré :
a=1l;b+ia=—-8+i;c+ib=17-8ieti=17i
soita=1,b=-8etc=17

22+ (-8+)z?+(17-8i)z+17i=¢+i) (z°-8z+ 17).

3. @+i) (z°-8z+17)=0- z+i=0o0uz’-8z+17=0
z°-8z+17=0

A=64—-4x17=-4=(2if

donczlz% =4+iouz,=4—i

22+ (-8+0)22+(17-8i)z+17i=0= zO{—-i;4+i;4-1i}

Partiell. On appelle A, B et C les points d'affixes respest4 + i, 4 — i, —i.
1. Placer les points sur une figure que l'on cotepdédans la suite de I'exercice.
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. T .
2. La rotation de centr@ et d'angle de mesur=§ a pour écriture complexe :

Z-w=e 2(z2—w) SoitZ—2=i@—2)soiZ =iz+2—2i
donc A apour affixez=i(4+i)+2-2i=4i—-1+2-2idongBur affixe :Z2=1+2i

3. S est Iimage de A par la rotation de ceﬁtrté'angleg doncQS =0A
QA%=|4+i-2%=|2+if=5

OB?=|3+2i-23=|1+2if=5

QC?=|3-2i-23=|1-2if=5

donc A, B, S, C appartiennent au cercle de cedtde rayon\/g.

4.a. A apour affixea’ = i(a+)-10-2i _-11+2i_(-11+20)(2-1)

4+i-2 2+i (2+i)(2-1)
. =22+ 2+ 4i+11i _ -20+15i
a = = =—4+3i
5 5
o (A=) -10-2i _ -9+2i _ (-9+2i)(2+1)
(4-i)-2 2-i (2+i)(2-1)
b = -18-9i+4i-2 -4
5
L (=) -10-2i _ -9-2i _9+2i _ (9+2i)(2-1)
-i-2 -2-i 2+i (2+i)(2-1)
C,=18—9|+4|+2=4_i
5
b. PA2=|-4+3i-ii=|-4+2if=20
PB?=|-4-i-if=]-4-2it=20
PC?=|4-i-if=]4-2if=20
2= f=| f=

donc PA'=PB'=PC' =£ donc A', B', C' appartiennent a un cercle C 'elgre P, d'affixe i, de rayon\g.

c z_i:|z—10—2|_i=—10 donc |7 —i | = -10| _|-10] _ 10
z-2 z-2 z-2 |z=2| |z-2]
d. Si M un point d'affixe appartenant au cercle C alors PM/% soit |z—i| = \/E

donc|z—||———2\/_ donc|z—||—2\/_
/5

e Si M un point d'affixe appartenant au cercle C alogs4 i | = 2\/3 donc PM' = 2\/3
donc M' appartient a C'.



