EXERCICE 1 (5 points)

Commun a tons les candidats

Cet exerice est un quesinnadre a chax muliples constué de & quesions: chacune comporte f®réponses, une et une seule étant
exacte.

Les réponses a cet exare sont dnsciire dans la feille jointe en annexe, en cochant pour chaque fuesa case correspondante a
la réponse proposée.

Toute réponse andué sera condérée comme une absence de réponse. Toute répa@tie entraine une biditaton, toute erreur
est pénakée.

On s'intéresse a la durée de vie, exprimée en andéa appareil ménager avant la premiere panne.
On peut modéliser cette situation par une loi debabilité p de durée de vie sans vieillissement, définie 'sutetvalle [0 , +oo |[.
Ainsi, la probabilité d'un intervalle [®], notéep ([0, t [), est la probabilité que I'appareil ménager tombganne avant l'instant

t
Cette loi est telle que ([0, t[) = J- Ae M dt, out est un nombre réel positif représentant le nordizenées (loi exponentielle de
0

parametre\, avecA > 0).

1. Pourt > 0, la valeur exacte ge(Jt, + o [) est:
(a) 1-e™ (b) e M © 1+e
2. La valeur de pour laquelle on ap ([0 ,t[) =p ([t, + o [) est :
In2 A
a In 2 b —_— C —
€Y (b) X © >
3. D'aprés une étude statistique, la probabiliglgppareil tombe en panne avant la fin de la nenannée est 0,18.
La valeur exacte de est alors :
50 41 In 82
In|— b In | — —_—
@ (41) ®) (50) © In 000
4, Sachant que cet appareil n'a connu aucune ganneurs des deux premiéres années apres sa nssevase, la probabilité
gu'il ne connaisse aucune panne l'année suivante es
(a p([1, +eo) (b) P(3 +e ) © p(2,3)
Dansla suite del'exercice on prendra A = 0,2.
5. La probabilité que l'appareil n‘ait pas eu dengaau cours des trois premiéres années, arroridie*prés, est :
(@ 0,5523 (b) 0,5488 ¢) 0,4512

Dix appareils neufs de ce type ont été mis en ceren méme temps. On désigne par X la variabldoaléaégale au nombre
d'appareils qui n'ont pas de panne au cours diegtt@miéres années.
La valeur la plus proche de la probabilité de Faréent « X=4 » est :

(@) 0,5555 (b) 0,8022 ¢ 0,1607

Réponses a lI'exame 1 (mettre une ciw dans la case correspondant a la réponsaseo

@) (b) ©

oG~ wWINIE

EXERCICE 2 (5 points)
Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spétité

Le plan est rapporté au repére orthonorméyv;), (unité graphique 2 cm).

On considére les points A, B et C d'affixes respest:z, =—1 + L\/_3 ,Zg=—-1- 1\/5 etzc=2.

1. Placer ces points sur un dessin.
Lo ZB - ZC iz
2.a. Vérifierque:—— =e 3.
Zp ~Zc

b. En déduire la nature du triangle ABC.

C. Déterminer le centre et le rayon du ceftle circonscrit au triangle ABC. Tracer le cerElg

3.a. Etablir que I'ensemblE , des points M d'affixe qui vérifient 2 £+ Z) + z Z = 0 est un cercle de centfe d'affixe — 2.
Préciser son rayon. Construlre.

b.

Veérifier que les points A et B sont élémentdde
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4. On appelle | la rotation de centre A et d'ang-ge.

a. Quelles sont les images des points A et B pastitionr ; ? Construire I'image €du point C par la rotation;, puis calculer
son affixe.
b. Déterminer I'image du cercle, par la rotation ;.

5. Soitr une rotation. Pour tout point M d'affizeon note M' I'image de M paretZ |'affixe de M'.

On poseraz'=az+h, aveca etb des nombres complexes vérifiaat||= 1 eta # 1.

On suppose quetransforme le cerclE, en le cercld ;.

a. Quelle est I'image du poifi parr ? En déduire une relation entretb.

b. Déterminer en fonction del'affixe du pointr(C), image du point C par la rotation en déduire que le pointC) appartient a
un cercle fixe que I'on définira. Vérifier que @rde passe par £

EXERCICE 2 (5 points)

Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

Dans le plan complexe rapporté a un repére ortlm@dqO Ui, V), d'unité graphique 1 cm, on considére les points A, A,
d'affixes respectivesy=5—-4iz;,=—1-4iz,=—4 -1

1.a. Justifier I'existence d'une unique similitudeedte S telle que S (= A, et S (A) = A,.

— -3+
b. Etablir que I'écriture complexe de S est = % z+ 32 ! .
C. En déduire le rapport, I'angle et I'affisceedu centre de la similitude S.
d. On considére un point M, d'affix@avecz# 0, et son image M', d'affixa.
Vérifier la relation :w—Z =i (z—2) ; en déduire la nature du triangeM M' .
2. Pour tout entier natura] le point A, , 1, est défini par A.1=S (A,) eton pose ,= A, A 1.
a. Placer les points & A, A, et construire géométriqguement les points A4 As, Ae.
b. Démontrer que la suitel () est géométrique.
n
3. La suite {,, ) est définie sur Nparv,=ug+u;+ ... +u,= z u, .
k=0

a. Exprimerv,, en fonction den.

b. La suite ¢, ) est-elle convergente ?

4. a. Calculer en fonction de le rayonr ,, du cercle circonscrit au triangi2 A, A+ 1.

b. Déterminer le plus petit entier natupelel que, pour tout entier naturet sin > p alorsr ,< 1072

PROBLEME (10 points)
Commun a tous les candidats

Partie A : Etude d'une fonctionf et construction de sa courbe

On considére la fonctioidéfinie sur Rparf (x) = e *In (1 + €9 .
On note C sa courbe représentative dans le plagsor&pau repére orthogonal (O ;] ). L'unité graphique est 1 cm sur l'axe des
abscisses et 10 cm sur I'axe des ordonnées.

+
1.a. Onrappelle que;!imo uhh) = 1. Déterminer la limite deen —oo.
b. Vérifier que pour tout réed : f (x) = lx +e*In(1+e).

€

Déterminer la limite déen +co.
C. En déduire que la courbe C admet deux asymptoe$aquprécisera.
2. On considére la fonctiamdéfinie sur l'intervalle [- 1 ; ¢ [ par: g(t) = ﬁ —In (1 +t).
a. Démontrer que la fonctiogest strictement décroissante sur l'intervallg -0 [
b. En déduire le signe dxt) lorsquet > 0 .
3.a. Calculerf' (x) et I'exprimer en fonction dge*), f ' désignant la fonction dérivée tle
b. En déduire le sens de variation de la foncfipaois dresser son tableau de variation.
4, Tracer les asymptotes a la courbe C et la caOrbe

Partie B : Comportements asymptotiques d'une primiive F def sur R

Soit F la fonction définie sur R par§(= J'X f@)dt.
0

1. Etudier le sens de variation de la fonction F.
t X

2.a. Vérifier que, pour tout nombre régel 11 =1-_% t.CaIcuIerJ Ldt.
l+e l+e o 1+e

b. En déduire, & l'aide d'une intégration par partesalcul de F) .
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C. Vérifier que FX) peut s'écrire sous les formes suivantes :
(1) FK=x-InL+€)-f(x)+2In2.

eX
2 F&) =In —f(X+2In2
@ FE (1+exj )
3. Déterminer lim F(x).
X - + 00

4) Déterminer lim (F(X) —x) . Donner une interprétation graphique de ce tasul
X > —00

Partie C : Etude d'une suite
Soit (u,,) la suite définie sur IN* paru, =f (1) +f (2) +... +f (n) = Z e “In(L+e")
k=1

Hachurer sur la représentation graphique un d@@ont l'aire, en unités d'aire, ast
Déterminer le sens de variation de la suitg. (

k+1
Justifier que, pour tout entikrtel que I<k<n,ona f (k)= .[k f@t)dt

Comparetu, et Ff).
La suite @ ,) est-elle convergente ?

PO W DdBE
®
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EXERCICE 1 (5 points)
1. Une primitive del' e" est €'ici u () = —A t doncu'(t) = —A
Ae M=—_u(t) e*® donc une primitive d& e ' est — &®

t
p(O0,t[)= .[OAe’“dx = [—e‘“]t doncp ([0,t[) =—e '+ 1 donc la bonne réponsa (

On pouvait éliminerkf) :  car lim e™'=

t -+

vers +) est égale 1 (il y a une quasi certitude que dagiptombe en panne un jour).
On pouvait éliminerd) :  une probabilité est un nombre compris entreDer1 +e*'>1

0 or la probabilité que I'appareil ménager torabganne avant l'instan{quandt tend

2. p(t,+o)=1-p([0,t[)doncp ([0, t[)=p([t,+] < p(0,t[)=1-p(0,1)
el-eM=1-@1-€e")e1-e= e‘“«:e‘“=% —)\t—ln%a—)\t——anQt—lr;\—z

donc la bonne réponsk)(

3. D'aprées une étude statistique, la probabili'ﬂeltq;.ppareil tombe en panne avant la fin de la gremannée est 0,18.
p(0;1)=0,18dont=1etp(0;1)=1-€e***=1-e*=0,18

p([0;1))=0,18- 1-e**'=0,18- e*=0,82= —A=In0,82= A=—In| — 82) _ \=n(i%
100 82

= A=In (i—cl)j donc la bonne réponsa)(

4, On a une loi de durée de vie sans vieillisserdent py. +.[ ([t+S; + [) = p([s; + )

Sachant que cet appareil n‘a connu aucune panoeuasi des deux premieres années aprés sa misevae sk probabilité qu'il ne
connaisse aucune panne l'année suivante est éigateababilité qu'il tombe en panne aprés la i@aie année donc@([3 , + ).
On pouvait aussi exclure les cas :

La probabilitép ([0, 3[), est la probabilité que I'appareil ménager tombganne avant l'instant 3 donc avant la troisianteée.

la probabilité qu'il tombe en panne la troisiemaémesp([ 2 ; 3).

la probabilité qu'il ne tombe pas en panne laigoie année ept=1—p([2; 3)) =p([38, + [) +p ([0, 2]

or l'appareil n'a connu aucune panne au coursalesptemiéres années aprés sa mise en servicey on2[) =0

doncp =p ([3, +o )

donc la bonne réponsk)(

5. La probabilité que I'appareil n'ait pas eu dengsau cours des trois premiéres années, arroridie*prés, est :
p([3, +o[) = e *3=e %2*3=0,5488 donc la bonne répons (

On a une succession de 10 expériences aléatodi&sandantes, chacune d'elle a deux issues :

l'appareil n'a pas eu de panne au cours des tensigres annéep € 0,5488)

I'appareil a eu une panne au cours des trois presanéeg(= 1 —p = 0,4512)

donc la variable aléatoire X égale au nombre diegilsaqui n‘ont pas de panne au cours des troisipres années, suit une loi
binomiale de parametres (10 ; 0,5488)

10
p(X = 4) = [ 4) p*q*®~*=0,1607 donc la bonne réponsg (

EXERCICE 2 (5 points) Candidats n'ayant pas suivi'enseignement de spécialité

2.a. zg-2c=—-3-iy/3==/3(4/3+i)

Zp—2c=—3+i,3=-43(43-1i)donc = =

ATeC Zp-2c  A3-i (J3-D)(/3+i)

R voi 3 7 -7 [3 Zg -2 i
B C :3 2043 1donc B c :1 __c()s—+|S|n—d0nC¥:e
Zp-2Zc 3+1 Zp—2Zc 2 2 3 3 Za~%c

wla

T
i T
b. Zg—2Zc=¢e 3 (ZA—Z(;)

donc B est Iimage de A dans la rotation de cdatdaangleg donc le triangle ABC est équilatéral direct.

C. Le centre du cercle circonscrit a un triangleilétgral est aussi le centre de gravité de cedladonc le centre de ce cercle a
. Zatzgtzc . .
pour affixe :f ,0rzZa+zg+zc=—-1+ |ﬁ —1-iy 3 +2=0donc le centre du cer¢lg est O.

R=OA=0OB=0C=%c|=2
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3.a. z=x+iyavecxetyréels, dong+ z =2xetzZ =x?+y?
2@+2)+2Z2 =0 x?>+y?+4x=0- (x+2)%+y?=4
L'ensembld™ ,des points M d'affixe qui vérifient: 2 ¢+ zZ) +z Z = 0 est le cercle de centied'affixe — 2 de rayon 2.

b. (-1+2F+({3)%=1+3=4donc A etB sont élémentsTde

4.a. Le triangle ABC est équilatéral direct danc(A) = A etr (B) =
z, transforme un point d'affixeen un point d'affixe tel quezZ —z, = e E (z—2z4)
soitz=¢e | 5(z—zA) +zp= e 3 z+zpa(l-e g)

. ig m,o..m_1 \/_3 1 \/3 :
zp=—-1+iyJ3 eted =cos— +tisin— == +i—doncZ=|=+i—|z+1+i43
A E 3 32 2 [2 2) E
3
donc l'affixeZ de I'image G du point C par ; : [% +i %j 2+1+i,3 soitz=2+2 |\/_

b. La rotationr ; transforme le cerclE , de rayon 2 de centfe d'affixe — 2 en le cercle de méme rayon de cent(®)
3

r(Q)=Q,:2= [%+i£}(—2)+1+i\/§

Z = 0 donc l'image du cercle; par la rotatiorr ; est le cercle de centre O de rayon 2 Bgit

5.a. Larotationr transforme le cerclE , de rayon 2 de centfe d'affixe — 2 en le cercle ; de méme rayon de centréQ) = O
ri(Q=0-=-2a+b=0

b. r(C) = C' d'affixez =2a+bor-2a+b=0doncz = 4a
|a]=1donc¥|=4]a|=40or OC' =¥ | =4 donc C' appartient au cerElele centre O de rayon 4.
C,a pour affixe 2 + 2 1\/_3 or|2+2 i\/_3 | =4 donc le cerclE passe par €

EXERCICE 2 (5 points) Candidats ayant suivi I'ensegnement de spécialité
l.a ApzA etA;#A,donc il existe une similitude directe S uniquéetglue S (A) = A et S (A) = A,

b. S est une similitude directe donc I'écriture complde S est de la fornze=az+b
S(Ag=A;donc-1-4+a(5-4i)+tbhetS(A)=A,donc—-4—-ia(-1-4i)+b
donc par difféerence membre a membre : 3 — 3 Bxl6nca = 1—;'

-3+i

b=—4—i—a(—1—4i)=—4—i+1%(1+4i)a b=—4—i+%(1+4i—i+4)=» b:%(—8—2i+5+3i)c> b=

. Lo A= - 3+i
L'écriture complexe de S est" = - z+ >

Ial‘\/_

2
etarga=— z + 2k tdonc le rapport de la similitude e%(: son angle —Z

w est solution de I'équatiar= 1—2| z+ % donc2z=(1-i)+(—3+i)soig(L+i)=(-3+1)
2z=(-3+i)(1-i) donw=-1+2i

d. z'=ﬂ z+ —
2

donc (L+i)£ —w) =z—w; endéveloppant: (L+D)—iw=z

donc i € —w) =z—27 en multipliant par i puisqué e — 1 alors w—7 =i (z—2)

32+| soit(l+i)Z=z-4+2ior(l+iw=w—-4+2i

z :argisoitM'M;M'Q):E
z' 2

donc en égalant les modul@d!’' = QM et arg “-
z —_—
le triangleQ M M' est rectangle en M', isocele indirect.

2.a.
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_ . 2 2
b. S est une similitude directe de rappé%: donc Ay 1=S (An) et Ans2=S (An+1) donc Ayv1Ania= g AnAniq
2
orun=A A 1€tuns1=An1AqdonCuy, s = T Un

/2

n
2
La suite (1,) est géométrique de raiséé:, de premier termag=AgA=|2;-2Z0| =6 dona, = 6[7} .

3.a. Lasuite ¢,) est géométrique de raisqrr i de premier termeg = 6 doncv, = — Ug

72 a1

Vo= 6 (2 +2)|1- 71—
(221

b. 2 >1donc lm (4/2)"*'=+cdonc lim |1- L =1ldonc lim v,=6 (/2 +2)
n- +o

N +o0 n+1l no +o

4.a. LetriangleQ M M' est rectangle isocéle en M', indirect dontriengleQ A, A . 1est rectangle en A 4, isocéle indirect.

donc un diamétre du cercle circonscrit au triaigla , A ., est Q A, ] donc 2r, = |w—-a, |
orw—Z =i(z—Z2) donc en choisissant=a, _;alorsZ =a, on obtientw—a,=i(@,_1—a,)

n-1
2
donc 2r,=|a,_1—a,|=u,_.doncr,= 3{%} .

2
In 300 . In 300

rh<107?- n-1>16- n>17 dongp =17

\/—2 n-1 \/—2 n-1 10_2
b. r,<10 %< 3(Tj <10? - (—j <3 donc en prenant les inversas,< 1072  (,/2)""*> 300

= (n-1) Inﬁ >In300= n—-1> = 16,45 (donc 16 est exclu et 17 accepté)
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PROBLEME
Partie A : Etude d'une fonctionf et construction de sa courbe

l.a. f(x)= Lte) care = ix
e e

Soith = €*, donc In(+e”) = In L+ )

ex h
lim e*=0or lim ledonc lim f(x)=1
X > — h-0 h X > —00
b. Xsem@+en= 2+ 1 (1+ixj =X v Lina+ey-in()
e e e e e e

=X v L ma+reyx=tin@a+e) =t
e e
lim e™*=0donc lim In(1+e)=Inl1l=0
X — o0 X - +00
et im e*In(1+e)=0
X - +o0

ix:xe‘xor lim xe™=0donc lim f(x)=0
e

X — +00 X - + o0

C. lim f(x) = 0 donc la courbe C admet la droite d'équagierD pour asymptote enos.

X - +o00

lim f(x) =1 donc la courbe C admet la droite d'équagierL pour asymptote ence.

Ix@+t)-1xt 1 o 1-@+t)y ot
12 1+t ncg'(t) —(1+t)2 soitg'(t) )2

sur] 0 ; +oo [ g'(t) < 0 etg'(0) = 0 donay est strictement décroissante sur l'intervalle f+Go |.

2.a dt)=

b. dg0) = 0 etg est strictement décroissante sur l'intervallg f+@o [ donc pour toutde ] 0 ; +o [, g(t) <0

X X

3a f()=—e*In(l+e)+e* —— -:f'(x)=e‘x{ © X—In(1+ex)}f‘(x)=e‘xg(ex)
l+e 1l+e

b. Pour toutx réel & > 0 donog (e*) < 0 de plus &> 0 doncf '(x) < 0.f est strictement décroissante sur IR.
X — 0 + oo
f'(x) -

1
f \
0
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Partie B : Comportements asymptotiques d'une primiive F def sur R

1. f est continue sur IRdonc F est la primitive nelteQ, de . f est positive sur IRdonc F est croissante sur IR.
et +al)= @
2.a. - = (re)-e = ! .
1+¢€' 1+¢e' 1+¢€'
e’ _u'(t) e'

avecu(t) = 1 + € donc une primitive de 1 oo estt—In (1 +¢€)
e

1+et  u(t)

jx 1 gt =x—In(1+&)+h2
0 1+e't

X

b. jxf(t)dtzj e tin(l+ e )t
0

Soitu'(t) = e "etv(t) = In (1 + €)
t

alorsu (t) =— e 'etv'(t) =

1+e!

=t € _ 1
doncu () v'(t) =—¢€ Toe 7o

_t C T X -1
Fo=[-e |n(1+e)]0—J'0 o
FX=—€e*In1+&)+In2+k-In(1+€&)+1In2)
FX)=—-€e*In(1+&)+x-In(1+€)+2In2
C. F)=—e*In(A+&)+x—-In(1+&)+2In2of(x)=e*In(1L+€&)donc:FK) =x—-In(1+€&)-f(X)+2In2.
FX)=—€e*In(1+&)+x-In(1+€&)+2In2orx=In(e")
FX)=—€e*In(1+&)+In(e)-In(1+€&)+2In2

orsia>0eth>0:Ina-Inb=1In (Ej

FX) = - ‘Xln(1+ex)+ln( exxj+2In20rf(x)=e‘ﬂn(1+e”)donc:
1+e
F() = In (;’ej —fM)+2In2
3. F(x)=|n[ eXX]—f(x)+2In2
1+e

F(X):In[ 17 J—f(X)+2In20r lim e™=0donc lim ( 17 )zldonc lim In[ 1_ J:O
1+e* X - +o XxXo+o |1+ % X o+ 1+e~ X

or lim f(x)=0donc lim FX) =2In2
X - + 00

X - +00

4  FR=x-In(L+&)—fx+2In2donch)—x=—In(L+&)—f(x) +2In2.
lim e*=0donc lim In(1+€)=In1=0et lim f(x)=1donc lim FK)-x=-1+2In2

X - —o00 X - —o0o X - —o00

donc la droite d'équation=x— 1 + 2 In 2 est asymptote a la courbe de Fen —
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Partie C : Etude d'une suite
1.

0,51 A0 AL

-1 0 1 2 3

f (1) correspond a l'aire du rectangle A ; B ou B est le point de I'axe des abscisses dsdesdi

L'ordonnée de Aestf (1) donc la longueur du rectangle ét), la largeur du rectangle est 1 donc son &ité(&)
etc. jusqu'au point Bde I'axe des abscisses d'absaissg, est la somme des aires de ces rectangles.

Sur le graphique est représentge

2. Up+1—Up=f(n+ 1) orf est positive sur IRdorfqn + 1) >0 donal,+1—u,>0

La suiteu, est strictement croissante $ur

k+1
3.a. festdécroissante sur IRdonc pour todee [k; k+1]: f(k+1)<f()<f(k)donc :f(k+ 1)< .[k f)dt <f (K

b. sik=0: f(1)sjlf(t)dtsf(0)
0
2
sik=1: f(z)sj1 f)dt <f (1)
3
sik=2: f(3)sj2f(t)dtsf(2)

n
n

sik=n—1: f(n)sj | fdts<f(-1)

En additionnant membre a membre ces inégalités :
Ctmdt + [T rode+ [ f@d "
<
un_J'O ) dt +J'1 ) dt +I2 t) t+...+J'
en reprenant :

1
sik=0: f(l)s< jo f(t)dt <f(0)

2
sik=1: f(z)sj1 f)dt <f (1)

3
sik=2: f(3)< jz ft)dt <f(2)

sik=n—1: f(n)sjn  fOdtsta-1)

_n+1
sik=n: f(n+1)sJ- f)dt <f(n)

En additionnant membre a membre ces inégalités :

1 2 3 n n+1
j f(t)dt+J' f(t)dt+J' f(t)dt+...+j f(t)dt+J' f(t)dt <u, donc Ff+ 1)<u, donc F + 1)< u,< F(n)
0 1 2 n-1 n

4, Iim FX)=2In2donc Iim Fn)=2In2et lim Fnh+1)=2In2
n - +o

X - + o0 n - +o

u, est compris entre deux termes tendant vers 2bn2 lim u,=21In2

n-+o

f(t)dt soitu, < F(n)
1
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